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ANOTACIJA

Magistra darbs "Zemas pakapes polinomu Bula funkciju vaicajumu sarezgitiba” me-
gina uzlabot labako zinamo attalumu starp Bula funkcijas pakapi un determineto vai-
cajumu sarezgitibu. Sim noliikam tiek mekléeta 5. pakapes 15 mainigo Biila funkcija ar
vaicajumu sarezgitibu 15.

Tiek petiti simetrizacijas polinomi, kas var atbilst meklejamai Bula funkcijai. Ir
apkopotas zinamas un piedavatas jaunas likumsakaribas starp Bula funkcijas pakapi, juti-
gumu, determinéto vaicajumu sarezgitibu un simetrizacijas polinomu. Sis likumsakaribas
sava starpa salidzinatas ar datora programmas palidzibu.

Tiek piedavats secigi sadalit simetrizacijas polinomus sikakos, un ir izvirzitas ipasi-
bas, kuram ir jaizpildas So sadalijumu gaita. Ar datora programmas palidzibu paradits,

ka neeksiste 5. pakapes 15 mainigo Bula funkcija ar jutigumu 15.

Atslegvardi: Bula funkcija, Bula funkcijas pakape, determineta vaicajumu sarezgitiba,

funkcijas jutigums, polinoma simetrizacijas metode.



ABSTRACT

The master’s thesis "Query Complexity of Boolean Functions with Low Polynomial
Degree” attempts to improve the best known separation result between the degree and
the deterministic query complexity of a Boolean function. For this purpose we search for
a 15-variable Boolean function of degree 5 and query complexity 15.

We work with symmetrization polynomials which might correspond to a desired Boo-
lean function. We study known, and propose new, relations between degree, sensitivity,
deterministic query complexity of a Boolean function and its symmetrization polynomial.

We offer to repeatedly split symmetrization polynomials into polynomials of smaller
size. We describe a set of conditions which must be met during this process. Using
a computer program we prove no 15-variable Boolean function exists of degree 5 and

sensitivity 15.

Keywords: Boolean function, degree of Boolean function, deterministic query complexity,

function sensitivity, polynomial symmetrization method.



AUTOREFERATS

Nozimigakais autora ieguldijums darba tapsana ir sekojoss:

l3.4.2.| un I3.5.2.| nodalas ir aprakstitas jaunas metodes, ka no apaksas novertet Bula

funkcijas jutigumu un pakapi, izmantojot sai Bula funkcijai atbilstoSo simetrizacijas

polinomu.

nodala ar datora programmu sava starpa salidzinati pirmajas 3 nodalas apska-
titie kriteriji, kas apraksta likumsakaribas starp Bula funkcijas pakapi, jutigumu,

determineto vaicajumu sarezgitibu un simetrizacijas polinomu.

B nodala aprakstita simetrizacijas polinomu seciga sadalisana sikakos polinomos ar
merki atrast sakotnejam simetrizacijas polinomam atbilstoso Bula funkciju, savu-

kart @ nodala ir piedavati sis metodes uzlabojumi.

B nodala ir aprakstita darba gaita izveidota C++ programma un ar tas palidzibu
iegutie rezultati. Ar datora palidzibu tiek paradits, ka neeksiste 5. pakapes 15

mainigo Bula funkcija ar jutigumu 15.
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APZIMEJUMU SARAKSTS

Visur defineta funkcija - funkcija, kas katru definicijas apgabala elementu attelo uz
kadu vertibu apgabala elementu.

Ny - naturalu skaitlu kopa, ieskaitot 0.

KortezZs - sakartota viena veida elementu virkne.

[n] - skaitlu kopa {1,2,...,n}.



IEVADS

Ir dota Bula funkcija f : {0,1}" — {0, 1}, kuras argumentu vertibas nav zinamas.
Determinets vaicajosais algoritms katra soli drikst palugt atklat sis Bula funkcijas patva-
liga argumenta vertibu. Par Bula funkcijas f vaicajumu sarezgitibu sauc mazako solu
skaitu, ar kadu algoritms spej izskaitlot funkcijas f rezultatu neatkarigi no sanemtam
atbildem.

Darba merkis ir atrast tadu Bula funkciju, kurai attalums starp pakapi un determi-
neto vaicajumu sarezgitibu butu lielaks par paslaik labako zinamo rezultatu. Jau ieprieks
ir izpetitas Bila funkcijas, kuru pakape ir mazaka par 5. Saja darba meginasim atrast
tadu 5. pakapes 15 mainigo Bula funkciju, kuras determineta vaicajuma sarezgitiba ir 15.

Izmantojot Bula funkcijas jutiguma jedzienu un polinomu simetrizacijas metodi, ap-
rakstisim, kadam 1pasibam ir japiemit meklejamai Bula funkcijai. Petisim likumsakaribas
starp Bula funkcijas pakapi, jutigumu, determinéto vaicajumu sarezgitibu un ar simet-
rizacijas metodi iegustamiem simetrizacijas polinomiem, kuri varetu atbilst meklejamai
Bula funkcijai. Tad meginasim atrastas likumsakaribas pielietot, lai aprakstitu metodi 5.
pakapes 15 mainigo Bula funkcijas meklesanai.

Darba D nodala apskatisim Bula funkcijas definiciju un ar Bula funkciju saistitos
jedzienus, kas bus nepieciesami darba gaita. Darba @ nodala izvirzisim darba merkus,
ka ar1 aprakstisim lidz sim labakos zinamos rezultatus.

Darba @ nodala apskatisim polinoma simetrizacijas metodi un vairakus kriterijus,
ka no patvaliga simetrizacijas polinoma iegut informaciju par tam atbilstosas Bula fun-
kcijas raksturlielumiem. Tam sekos @ nodala, kura mes ar datora palizibu parbaudisim
daudzas no ieprieksejas nodalas aprakstitajam likumsakaribam, lai novertetu to lietderi-
gumu darba merka sasniegsanai.

Darba @ nodala aprakstisim metodi nepiecieSamo Bula funkciju meklesanai, bet @
nodala piedavasim §1s metodes uzlabojumu idejas.

Darbu beigsim ar B nodalu, kura aprakstisim Bula funkciju meklesanai darba gaita

izveidoto datora programmu un ar tas palidzibu iegutos rezultatus.



1. BULA FUNKCIJAS VAICAJUMU SAREZGITIBA UN JUTIGUMS

1.1. Bula funkcija

1.1.1. Baula funkcijas definicija
Definicija. Bula funkcija ir visur defineta funkcija f: {0,1}" — {0, 1}, kur n € No.

Piemers. Apskatisim Bula funkcijas piemeru, izmantojot Bula logikas formulu
f(fEl,l’g,I‘g, ZL’4) = T2 A (_'l'g V _'l'4) V (_|£L'1 A 9 A $3) (11)

un tai atbilstoso vertibu tabulu (sk. tab.). Darba gaita 81 funkcija tiks vairakkart

izmantota apskatamo jedzienu un metozu piemeros. [

1.1. tabula
Buala funkcijas (El]) vertibu tabula

’961 ‘ L2 ‘ T3 ‘ L4 ‘ f(x1, 29, 73, 74) ‘
07010710 0
071010711 0
001110 1
07011 1
07110710 1
0111071 1
O[1]1]0 1
0111 0
110701]0 0
110101 0
117011710 0
1170111 0
11170]0 1
111101 1
1711170 1
171 11]1 0

Bula funkcijai f ar n mainigajiem eksiste 2" dazadi ievaddatu kortezi x € {0, 1}".
Katram no siem korteziem atbilst viena no funkcijas vertibam f(xz) € {0,1}. Tatad
kopuma eksiste 22" dazadas Biila funkcijas no n mainigajiem.

Korteza x € {0,1}" Hemminga svaru jeb vieninieku skaitu Saja korteza |{i €

[n] | x; = 1}| apzimesim ar |z|. Ja ir dota kopa B C {1,...,n} un kortezs z € {0,1}", tad



ar 7 apzimesim tadu kortezu y € {0,1}", kur

Vien|:y = :
—Z; ifieB
Savukart ar ' apzimésim specgadijumu 2%,

Definicija. Biila funkcijas f(x) mainigais ; ir fiktivs, ja Vo € {0,1}": f(z) = f(2%). Ja

mainigais nav fiktivs, tad to sauc par butisku.

1.1.2. Bula funkciju reprezentejosais polinoms

Definicija. Ja S ir mainigo indeksu kopa, tad monoms Xy ir mainigo reizinajums Xg =

HIZ'. Monoma pakape ir kopas S izmers. Par n mainigo multilinearu polinomu sauc
;flkciju p : R" — C, kuru var uzrakstit ka p(z) = Z csXg ar cg € C. Polinoma p
pakape ir §1 polinoma lielaka monoma pakape: deg(p)si[nr}naXﬂS || cs # 0} 3]

Definicija. Polinoms p : {0,1}" — {0, 1} reprezente Bula funkciju f : {0,1}" — {0, 1},

jaVr € {0,1}": p(x) = f(x).

Jebkuru n argumentu Biila funkciju f var reprezentet ar polinoma palidzibu. Sads
polinoms vienmer ir multilinears, jo x}' = x; visiem z; € {0,1} un n € N.
Ja f:{0,1}" — {0, 1} ir patvaliga Bula funkcija un x,y € {0,1}", tad funkciju f

reprezente sekojosais polinoms:

)= Y, (H gmi(yz-)> kur g, (y;) =

ze€{0,1}™:f(x)=1 \i=0

Lemma 1. Definesim multilinearus polinomus p,q : R" — R, kuru pakapes neparsniedz
d. Ja visiem x € {0,1}" ar |x| < d izpildas p(x) = q(x) , tad p = q [3].
No s1s lemmas seko, ka katru Bula funkciju reprezente viens unikals multilinears

polinoms.

Definicija. Par Bula funkcijas pakapi deg(f) sauc tada polinoma p pakapi deg(p), kas

reprezente so Bula funkciju.

Piemers. Apskatisim Bula funkciju (El])

f(]?l,fL’Q, I3, l’4> = T2 N (_Ll’g V _|.Z’4> V <_'£L’1 A T2 N Ig).
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tabula ir uzskaititi visi ievaddatu kortezi x € {0,1}*, kuriem f(z) = 1. Katram

x ir paradits tam atbilstoSais monoms H gz, (y:), kas ietilpst funkcijas f reprezentejosa
i=0
polinoma py. Saskaitot visus iegitos monomus un atverot iekavas, iegistam polinomu

pr(x1, e, T3, T4) = g + Ty — T1T3 — Taks + T1T2T3 — T2X3T4. (1.2)
Tatad funkcijas f pakape ir deg(f) = 3. O
1.2. tabula

Funkcijas (El]) reprezentéjosa polinoma monomu atrasana

(1, T2, 23, %a) © f(21, T2, T3, 04) = 1 Hgl'i(yi)
=0

1—x1) (1 —mg) - x5 (1 —xy)
1—x1) - (1 —29) 2324

( )
( )
(l—xl)-xg-(l—xg)-(l—x4)
( ) -
( )

o Reml Renl R=d K=l K=l R =R =
el e i el i =] R}
I el Renl i Nenl Nanl el

]_—I'l 1'2'(1—.1‘3)'1'4
1-[['1 I2'$3'<1—$4>
$1’$2'(1—$3)'<1—I4)
129 (1 —x3) - 24
x1 2923 (1 — x4)

—~| ||| |||
= == = R
~— | — [ — | — | — [ — | — [ —

1.2. Bula funkcijas vaicajumu sarezgitiba
1.2.1. Baula funkcijas vaicajosais algoritms

Ir dota Bula funkcija f: {0,1}" — {0, 1} un ir nepieciesams atrast tadu funkcijas rezul-

tatu f(z), kas atbilst sakotneji nezinamiem ievaddatiem = € {0, 1}".

Definicija. Par Bula funkcijas vaicajoso algoritmu sauc jautajumu uzdosanas strategiju,

kas secigi prasa funkcijas mainigo vertibas x; un gala izdod funkcijas rezultatu f(z).

Definicija. Mes sakam, ka vaicajosais algoritms izskaitlo n mainigo Bula funkciju f, ja

visiem ievaddatiem = € {0, 1}" Sis algoritms atgriez pareizu rezultatu f(x).

Eksiste vairaku veidu vaicajosie algoritmi, piemeram — determinets, nedeterminets,
varbutisks vai kvantu vaicajosie algoritmi. Mes apskatisim determinetos vaicajosos algo-

ritmus.
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Definicija. Par Bula funkcijas f determineto vaicajoso algoritmu sauc tadu vaicajoso

algoritmu, kas izskaitlo f un kura darbiba jebkura bridi ir pilnigi viennozimiga.

Determineto vaicajoso algoritmu var attelot binara lemumu koka veida. Katrai koka
iekSejai virsotnei atbilst funkcijas mainigais x;. Sadai virsotnei vienmeér ir divi berni, kas
atbilst 1 mainiga vertibam 0 un 1. Nonakot iekseja virsotne, prasam tai atbilstosa mainiga
vertibu. legustam atbildi 0 vai 1 un nolaizamies uz pasreizejas virsotnes kreiso vai labo
bernu attiecigi. Katrai koka lapai atbilst kada funkcijas vertiba. Kad nonakam koka lapa,

apstajamies un izdodam attiecigo vertibu ka funkcijas rezultatu.

Piemers. Apskatisim Bula funkciju (@)
f(.??l,l’z, T3, ZL’4> = T2 A (_|.§L’3 V _|.CL’4> V <_'561 A\ L9 A\ Ig).

Viens no §is funkcijas iespejamiem lemumu kokiem ir redzams attela. [

1.1. att. Viens no iepejamiem funkcijas (EI) lemumu kokiem

1.2.2. Bala funkcijas determinéta vaicajumu sarezZgitiba

Jebkurs vaicajosais algoritms sliktakaja gadijuma uzdod tadu jautajumu skaitu, kas ir

vienads ar §1 algoritma lemumu koka augstumu.

Definicija. Par Bula funkcijas f vaicajumu sarezgitibu D(f) sauc mazako lemumu koka

augstumu starp visiem vaicajosiem algoritmiem, kas aprekina funkciju f.

Piemers. Funkcijas (@) mainigo skaits ir n = 4, un attela redzamais lemumu koks
parada vienu no iespéjam sasniegt vaicajumu sarezgitibu D(f) = 3. Tatad Bula funkcijas
vaicajumu sarezgitiba var but mazaka par tas mainigo skaitu pat tad, ja funkcija nesatur

nevienu fiktivu mainigo. ]
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Teorema 2. |log,n| +1 < D(f) <n.

Pieradijums. Acimredzams, ka lielaka iespejama vaicajumu sarezgitiba ir vienada ar
funkcijas mainigo skaitu. Piemeram, tada ir funkcija f(x1, ..., z,) = 21V...Vx,. Sliktakaja
gadijjuma x; = ... = x,, = 0, un pirms mes varesim pateikt, ka f(z) = 0, mums naksies
paprasit katra mainiga vertibu.

Apaksejam vaicajumu sarezgitibas novertejumam ir jega tad, ja Bula funkcija ne-
satur fiktivus mainigos. Tad vaicajosa algoritma lemumu koka katram no mainigajiem ir
jaatbilst vismaz vienai virsotnei. Savukart n (ieksejo) virsotnu binara koka augstums ir

vismaz |log,n] + 1. ST ir mazaka iespejama D(f) vertiba. O
Teorema 3. deg(f) < D(f) //.

Pieradijums. Aplukosim Bula funkcijas f vaicajumu koku, kura augstums ir D(f). Pie-
nemsim, ka L ir §1 koka lapa ar funkcijas rezultatu 1, kas atbilst mainigajiem 1, ..., z, un

to vertibam by, ..., b,. Definesim polinomu py(z) = H x; H (1 —x;). Tad polinoma py,
pakape ir » < D(f). ST polinoma vertiba ir pr(z) = 1, ja lapa L tiek sasniegta, apstra-
dajot ievaddatus x, un $§1 vertiba ir py(z) = 0 preteja gadijuma. Definesim p = ZpL,
L
visu py, summu, kas atbilst vaicajumu koka lapam ar rezultatu 1. Tad deg(p) < D(f) un
p(z) =1 tad un tikai tad, ja ar ievaddatiem x tiek sasniegta kada koka lapa ar rezultatu

1. Tatad polinoms p reprezente Bula funkciju f [3]. O

1.3. Bula funkcijas jutigums

Definicija. Bula funkcijas f : {0,1}" — {0, 1} bloka jutigums bs,(f) uz ievaddatu kor-
teza x € {0,1}" ir lielaka vertiba b, kurai eksiste tadas neskelosas kopas By, ..., By, ka
visiem i € [b] izpildas f(x) # f(2”). Funkcijas f bloka jutigums bs(f) = mawx,bs,(f) ir

lielaka no b vertibam pari ievaddatu kopai z € {0,1}" [3].

Definicija. Funkcijas f jutigums s(f) ir bloka jutiguma bs(f) specgadijums, kad visu
apskatito kopu izmeri ir 1, jeb Vi € [b] : |B;| = 1.

Piemers. Sadalisim n = 4k* mainigos 2k blokos pa 2k mainigajiem: pirmais bloks B;

sastav no xy, ..., o, otrais bloks By sastav no wogi1, ..., T4k, utt.

13



Definesim f ta, lai f(x) = 1 tad un tikai tad, ja eksiste vismaz viens bloks B;, kura
divi mainigie blakus pozicijas xg;, xe;41 (kur ¢ € N) ir vienadi ar 1, bet parejie $1 bloka
2k — 2 mainigie ir vienadi ar 0.

Funkcijas f jutigums ir s(f) = 2k. Sis novertéjums sasniedzams gadijuma, kad
katra no blokiem tiesi viens mainigais ir vienads ar 1. Tad katra no 2k blokiem varam
pamainit tiesi vienu mainigo, lai funkcijas vertiba pamainitos no 0 uz 1.

Funkcijas f bloka jutigums ir bs(f) = 2k*. Sis novertejums ir sasniedzams, kad visi
mainigie ir vienadi ar 0. 4k? elementus sadalam 2k? kopas pa blakus pariem. Pamainot

jebkuras kopas abus mainigos no 0 uz 1, funkcijas vertiba mainas no 0 uz 1 [§]. [
Teorema 4. s(f) <bs(f) < D(f) [3].

Pieradijums. Apskatam ievaddatu kortezu z ar jutiguma kopam By, ..., Bysy). Deter-
minetam lemuma kokam katra no Sim kopam ir japaprasa vismaz viena mainiga vertibu.
Ja kada no jutiguma kopam netiek paprasita neviena mainiga vertiba, tad mes visus
mainigos Saja kopa varetu pamainit uz pretejiem. Funkcijas rezultats pamainitos, bet
lemumu koks so faktu nebutu pamanijis. Tatad lemumu kokam ir nepiecieSami vismaz
bs(f) jautajumi, jeb bs(f) < D(f) [B].

Savukart s(f) < bs(f) izpildas, jo pec definicijas funkcijas jutigums ir funkcijas
bloka jutiguma specgadijums. [
Piemers. Atradisim jutigumu Bula funkcijai (El)

f(z1, 29,23, 24) = 22 A (mx3 V 1g) V (021 A 229 A 23).
levaddatu kortezs x = (0,0,1,1) ir viens no gadijumiem, kura tiek sasniegts s,(f) = 3,
jo f(0,0,1,1) = f(0,0,1,0) = 1 un f(1,0,1,1) = f(0,1,1,1) = £(0,0,0,1) = 0. Viegli
parbaudit, ka neeksiste ievaddatu korteza z € {0,1}*, kas dotu s,(f) = 4. Tatad &is
funkcijas jutigums ir s(f) = 3.

Teorema @ apgalvo, ka bs(f) > s(f) = 3. Bet bs(f) nevar but vienads ar 4, jo tad
visu izmantoto jutiguma kopu izmeram ir jabut 1. No jutiguma s(f) definicijas sekotu,

ka tad ar1 s(f) ir jabut vienadam ar 4. Ta ka s(f) = 3, tad Sis funkcijas bloka jutigums
ir bs(f) = 3. O

Teorema 5. deg(f) > \/bs(f)/2 [7].

Sis teoremas pieradijumu ta liela apjoma del nesniegsim, tomer velak so likumsaka-

ribu izmantosim, lai noformuletu darba merkus.
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2. BULA FUNKCLJAS AR ZEMU PAKAPI UN AUGSTU VAICAJUMU
SAREZGITIBU

2.1. Zinamas Bula funkcijas

Saja nodala apskatisim Bula funkcijas, kas sasniedz lielako zinamo determineto vaica-
jumu sarezgitibu starp savas pakapes funkcijam. Visas funkcijas definesim, izmantojot

polinomus, kuri reprezente sis funkcijas.

2.1.1. Nisan un Szegedy funkcija: deg(f) =2,D(f) =3

Funkcija

E(l’l, Za, .]33) =T +2%9+ T3 — T1Tg — T1T3 — TaX3 (21)

ir vienada ar 1 tad un tikai tad, ja precizi divi no trijiem argumentiem ir sava starpa
vienadi [[7].

Sis funkcijas pakape ir deg(E) = 2, un tas determinéta vaicajumu sarezgitiba ir
D(E) = 3. Sadu vaicajumu sarezgitibu iegistam, jo sliktakaja gadijuma uz pirmajiem
diviem jautajumiem mes sanemsim vienadu atbildi. Ja tresa atbilde ir tada pati, tad
funkcijas vertiba ir 0, citadak funkcijas vertiba ir 1.

Sis funkcijas jutigums ir s(£) = 3. Tas ir sasniedzams ar ievaddatu kortezu z =
(0,0,0), jo £(0,0,0) = 0, un £(1,0,0) = £(0,1,0) = £(0,0,1) = 1. SI noverojuma
ar1 butu pieticis, lai apgalvotu, ka D(E) = 3, jo no teoremam E un @ iegustam s(F) <
D(E) <n, kur s(F)=3unn=3.

Mus interese lielakais attalums starp deg(f) un D(f). Mes attaluma jedzienu defi-
nejam ka log ) deg(E) [7]. Jo lielaks ir attalums, jo mazaka ir 1 vertiba. Saja gadijuma

fegtistam log p ) deg(E) = logy 2 ~ 0.63.

2.1.2. Kushilevitz funkcija: deg(f) =3,D(f) =06

Kushilevitz funkcija ir defineta ka E'(z1,...,25) = Z 2 — Z 22 + 212324 + 212225 +
i ij
212475 + 222324 + 222325 + 212226 + 212326 + 222426 + 232526 + Z425%6 [6]
Sis funkcijas pakape ir deg(E’') = 3. Tas lielakais iespejamais jutigums s(E') = 6

ir sasniedzams ar ievaddatu kortezu x = (0,0,0,0,0,0), kuram atbilst funkcijas vertiba
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E'(z) = 0, jo E'(y) = 1 visiem ievaddatu korteziem y € {0,1}° ar Hemminga svaru
ly] = 1. Lidz ar to $is funkcijas determineta vaicajumu sarezgitiba ari ir D(E') = 6.

Attalums starp Kushilevitz funkcijas pakapi un vaicajumu sarezgitibu ir log ) deg(E’) =
logg 3 ~ 0.61. Sis rezultats ir labaks par ieprieksgjo attalumu logs 2, kas tika iegiits Nisan

un Szegedy funkcijas gadijuma.

2.1.3. Nisan un Szegedy funkcijas visparinajums: deg(f) =4,D(f) =9

Defingjam funkciju £ = E(E*' E*¥' E*), kur katra no funkcijam E*~! sastav no
3571 dazadiem mainigajiem un E°(z) = x. ST funkcija ir visparinata nodalas
funkcija, kur £ = E* [[].

Atkariba no koeficienta k iegtistam deg(E*) = 2¥ un n = D(E*) = s(EF) = 3*.
Izveloties k = 2, ieglistam funkciju E?(x1, ..., 79), kurai deg(E*) = 4 un D(E*) = 9.

Attalums starp pakapi un vaicajumu sarezgitibu nemainas atkariba no k vertibas,
jo logp gy deg(E*) = logg: 2F = log; 2.

Japiebilst, ka lidziga veida var visparinat ar1 Kushilevitz funkciju, iegustot funkcijas

ar pakapi 3¥ un determinéto vaicajumu sarezgitibu 6* [6].

2.2. Darba merkis un motivacija
2.2.1. Attalums starp deg(f) un D(f)

Ieprieks apskatitas Bula funkcijas sasniedz lielako zinamo determineto vaicajumu sarez-
gitibu starp funkcijam ar pakapem 2 < deg(f) < 4. Pakape deg(f) = 1 netika mineta, jo
Sis gadijums ir trivials ar f(z;) = 2, un n = deg(f) = D(f) = 1, lidz ar ko deg(f) = n'.

Nav zinams, kada ir lielaka iespejama vaicajumu sarezgitiba funkcijam ar deg(f) = 5
vai lielakam pakapem. ST darba galvenais merkis ir atrast 5. pakapes Bila funkciju,
kas uzlabotu mazako zinamo attalumu starp deg(f) un D(f). Lidz ar to mus interese,
vai eksiste deg(f) = 5 pakapes Biila funkcija, kurai deg(f) < D(f)"%%? jeb D(f) >
deg(f)"/ 1863 ~ 13.80. Tatad mes velamies atrast 5. pakapes Bula funkciju ar D(f) > 14.

Ja meklejama funkcija tiks atrasta, tas varetu noderet ar1 citu problemu risinasana.
Piemeram, ieprieks pieminejam, ka eksiste ar1 kvantu vaicajosie algoritmi. Kvantu vaica-
jumu sarezgitiba Qg(f) raksturo kvantu vaicajosos algoritmus, kas aprekina funkciju f.

Vertibai Qg(f) ir zinami sekojosie apaksejie novertejumi:
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Lemma 6. Qg(f) > 5 14/

Lemma 7. Qg(f) > 3 14/

Atrodot Bula funkciju ar pec iespéjas lielaku attalumu starp deg(f) un D(f), var
ceret, ka Sai funkcijai izpildisies arm Qg (f) < D(f)/2. Sadu funkciju atragana paslaik ir

aktuala problema.

2.2.2. Attalums starp deg(f) un s(f)

Atseviskas uzmanibas verts ir jautajums, kads ir mazakais attalums starp funkcijas pakapi
un funkcijas jutigumu vai bloka jutigumu. Lidzigi ka ar determineto vaicajumu sarezgiti-
bu, ar1 saja gadijuma Kushilevitz funkcija (sk. nod.) sniedz paslaik mazako zinamo
attalumu starp Siem lielumiem: deg(f) = n'°%3 kur n = s(f) = bs(f).

B. teorema parada, ka deg(f) var but ne vairak ka kvadratiski mazaka par bs(f),
jeb deg(f) > 1/ @ ~ 0.7bs(f)"°. Tatad labakais zinamais attalums ir jau loti tuvs
minimali iespéjamam attalumam. Sis novertojums attiecas ari uz s(f), jo s(f) < bs(f).

Var pamanit, ka visam iepriek$ apskatitam funkcijam izpildas s(f) = bs(f) =
D(f) = n. Pec analogijas butu verts ar1 5. pakapes funkciju sakt meklet, iesakot ar
gadijumiem, kad izpildas s(f) = n.

Attalums starp deg(f) un s(f) mus interese ne tikai determinétas vaicajumu sa-

rezgitibas konteksta. Cita starpa no s(f) vertibas ir atkariga ar1 funkcijas komunikaciju

sarezgitiba.

Definicija. Apskatisim Biila funkciju f : X x Y — {0,1}. St funkcija ka ievaddatus
pienem divus kortezus x un y. Alise zina x un Bobs zina y. Lai izrekinatu funkciju f,
viniem sava starpa ir jaapmainas ar informaciju par  un y. Par funkcijas komunikacijas
sarezgitibu c( f) sauc mazako parstitamo bitu skaitu, ar kuru vienmer pietiks, lai izrekinatu
funkcijas f vertibu [6].
Lemma 8. Ja f ir n argumentu Bula funkcija un s(f) =n, tad c(f) = Q(n) [6].
Interesanti, ka pati komunikaciju sarezgitiba kalpo par apaksejo novertejumu deter-
minetai vaicajumu sarezgitibai.

Lemma 9. Ja f ir 2n argumentu Bula funkcija, tad c(f) < D(f) /4.
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3. POLINOMU SIMETRIZACIJAS METODE

3.1. Polinomu simetrizacijas metodes jedziens

Definicija. Apskatisim polinomu p : R" — R. Ja 7 ir permutacija un x = xy...z,, tad
definesim 7(z) = (Tr(1), s Tr(n)). Ar S, apzimesim kopu, kas sastav no visam iespe-

jamam n elementu n! permutacijam. Tad simetrizacija p*¥™

tiek ieguta ka polinoma p
videja vertiba, ievaddatu virknes veida padodot visas iespejamas permutacijas no virknes

x elementiem [[7]:

ZweSn p(m(x)) '

sym _
Simetrizacijas polinoma pakape neparsniedz sakotneja polinoma pakapi, bet var but

arl mazaka: deg(p™™) < deg(p).

Piemers. Vairaki polinomu simetrizacijas piemeri ir aplukojami tabula. Tai skaita
tiek simetrizets Nisan un Szegedy polinoms F (El]), ka ar1 polinoms py (@), kas rep-
rezente Bula funkciju (ll:l!) Simetrizejot polinomu py, noverojam, ka deg(ps) = 3, bet
deg(py™) = 2. O

3.1. tabula

Dazi polinomu simetrizacijas piemeri

Sakotnejais polinoms Simetrizetais polinoms

sym (271 + 1:2) + (-772 + xl)

Po =1+ X2 Py = 9 =1+ T2
_ sym __ (xl — T2 — x1$2) + <$2 — X — 51321’1) .
b1 =21 — T2 — X122 P = 5 = —I1T2

sum 2 1+ X9+ x3) + 6$1$2$3
Po = X1 — Ty + X3 + X103 | P = ( 6) :—Zx,+x1$2x3

i€(3]

E =2 +29+ 23— 212090 — Esym:—g T; — E T

T1T3 — ToX3 1€(3] i,je[S]
i#£]
B sym _ 12
Py = To+T3—ToT3z —T1T3+ Dy 24 T;Tj
T1T2L3 — ToT3T4 1€[4] 7]6[4
i#]
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Definicija. Polinomu sauc par simetrisku tad, ja ta vertiba ir pilniba atkariga no ievad-

datu Hemminga svara |z|.

Simetrizacijas metode sakotnejam polinomam ievaddatu veida padod visas iespeja-
mas ievaddatu korteza permutacijas. Lidz ar to katra ievaddatu korteza pozicija simet-
rizacijas polinoma ir vienlidz nozimiga. Tas savukart parada, ka visi ar simetrizacijas

metodi iegutie polinomi ir simetriski.

3.2. Simetrizacijas polinoms ka viena mainiga polinoms

Lemma 10. Ja p : R" — R ir multilinears polinoms, tad eksisté tads viena mainiga

polinoms q : R — R ar pakapi < deg(p), ka p™™(x) = q(|z|) visiem x € {0,1}" [3].

sym

Pieradijums. Ard < deg(p) apzimesim deg(p*¥™). Ar V; apzimesim visu iespejamo (n)
J

monomu summu, katrs no kuriem sastav no j dazadiem mainigiem: V; = z; + ... + x,,,
Vo = 2120 + 2123 + ... + 217, utt.

m

Polinoms p*¥™ ir simetrisks, tapec pec indukcijas ir viegli paradit, ka p™™(x) =

cot+caVi+eVa+t ... +ciVyar e € R Takax; € {0,1}, tad
V. — <|$|> _z[([z] = D(|z] = 2).. (2] =5 + 1)
= —

J 7!

ir j. pakapes polinoms. Tatad mes varam nodefinéet viena mainiga polinomu ka ¢(|z|) =

c0+cl(‘f|) +c2(|;|) +o +cd(’fl|) ). O

Piemers. Katram no tabula iegutajiem simetrizacijas polinomiem tabula atro-

dam atbilstoso viena mainiga simetrizacijas polinomu.

Sikak izteiksim viena mainiga polinomu g¢f, kas iegits no p;ym:

et = () < 1) - BBy sl
1 2 1

ST polinoma vertibas ir: ¢(0) = 0, g;(1) = 2 qr(2) = 3 qr(3) = 5 un qr(4) =0. O

3.3. Simetrizacija ietverta informacija par sakotnejo polinomu

Dazadiem sakotnejiem polinomiem p var atbilst viens un tas pats simetrizacijas polinoms

p*¥™. Piemeram, polinomu p,(x1,z2) = 0 un py(z1,x2) = x1 — 2 simetrizacijas polinomi

19



sakrit: p™(xy, @) = p,’" (21, 22) = 0. Tatad nav iespejams no simetrizacijas polino-
ma viennozimigi atjaunot sakotnejo polinomu. Turpmak mes petisim, kadu informaciju

simetrizacijas polinoms satur par tam atbilstoSiem sakotnejiem polinomiem.

3.2. tabula
Viena mainiga polinomu ieguSana no simetrizacijas polinomiem
Simetrizacijas polinoms Viena mainiga polinoms
sym x
Py =Tt T =W %Z(‘ﬂ)
sym z
" = e = =V, Q= —<|2|
1 1 1 /|| |z]
sym __ — ; — _V V — —
D2 3237 + T12273 31+ 3 2 3(1)+(3
1€[3]
6 6 |z ||
sym __ L ) L — _
B =g n-g o=ttt Jae= ()4 (]
1€[3] 1,5€[3]
& By 1(T
12 8 1 1 1/z x
sym _ —% 2 =~V — ~V. i _Z
Pro=oq 2™ 24,2“’”’7 p 1T 3|\ 2(1) 3(2)
i€[4] wi[%l]
]

Teorema 11. Ja f:{0,1}" — {0,1} ir Bula funkcija un q ir tas viena mainiga simetri-

zacijas polinoms, tad
n
h & (0o} a0 () = o € 00,137 ol = b, fo) = 1)

Pieradijums. No simetrizacijas metodes definicijas un . lemmas zinam, ka ¢(k) =

2 res, P(m(2))

PV (x) = ' jebkuram ievaddatu kortezam x € {0,1}" ar || = k. Pareizi-
n!

nam abas puses ar n! un iegustam Z p(m(x)) = q(k) - nl.
TFeSn
Saja summa katrs ievaddatu kortezs = € {0,1}", kas sastav no |x| = k vieniniekiem

un kuram izpildas f(z) = 1, ietilpst kl(n — k)! reizes. Jo tik veidos var sava starpa

ievaddatos parkartot k vieniniekus un n — k nulles. Tatad kopejais Ssadu unikalo kortezu
k) -n!

skaits ir vienads ar % = q(k) (Z) O

n
Reprezentejot simetrizacijas polinomu ka ¢(k) ( k>’ klust acimredzams, ka $1 poli-

n
noma vertibas ir stipri ierobezotas — punkta k£ pastav tikai ( ) + 1 dazadas iespejamas

k

vertibas. Sis noverojums seko no . teoremas.
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Sekas 12. Ja f : {0,1}" — {0, 1} ir Bula funkcija un q ir tas viena mainiga simetrizacijas

polinoms, tad visiem k € {0,...,n}:

q(k) <Z) e Ny un 0 < q(k) (Z) < (Z)

Piemers. Izteiksim Bula funkcijai f () atbilstoSo viena mainiga simetrizacijas polino-

gy @) ka gt () = ()

4 4-0—0% /4
« ¢(0) (0) = %(0) = 0. Ja |z| =0, tad 0 gadijumos izpildas f(x) = 1.

4 4.1—-1%2/4
e ¢(1) (1) = T(l) = 2. Ja |z| =1, tad 2 gadijumos izpildas f(z) = 1, utt.

Visas iegutas vertibas var aplukot tabula. [

3.5. tabula

Polinoma ¢y (@) reprezentacija qy(k) (Z)

|k _Jol1[2]3]4)]

Tupmak darba par viena mainiga simetrizacijas polinomu ¢ visbiezak runasim, rep-
n
rezentejot to ar vertibam q(k) ( k‘) Atkariba no $1m vertibam, spesim dot apaksejos

novertejumus vairakiem sakotnejas Bula funkcijas raksturlielumiem.

Piezime. No s1 briza pieturesimies pie sekojosas semantikas:

o Par simetrizacijas polinomu p*¥"™ turpinasim saukt polinomu, kas ir ieguts no n

mainigo Bula funkcijas f ar simetrizacijas metodes palidzibu.

o Par viena mainiga polinomu ¢ turpinasim saukt polinomu, kas tiek ieguits no simet-

rizacijas polinoma p*™.

o Par simetrizacijas polinomu r sauksim viena mainiga simetrizacijas polinoma ¢ ver-

tibas, kas ir izteiktas ka g(k) (Z) Tatad r(k) = q(k) <Z) VEk € {0,...,n}.

Sada notacija var likties maldinosa, tomer ta palidz vienkarSot turpmaka teksta uztveri.
leverosim ar1 to, ka jebkuru no §im tris reprezentacijam var parveidot par jebkuru citu
reprezentaciju. Tapec, kamer par atkaribu starp Bula funkciju un simetrizacijas polinomu

runajam vispariga limeni, mes varam nenoradit, kada ir §1 polinoma reprezentacija.
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3.4. Baila funkcijas jutiguma atkariba no simetrizacijas

polinoma
3.4.1. Simetrizacijas polinomi, kas atbilst Bula funkcijam ar s(f) > m

Mus interese kriteriji, kas patvaligai m vertibai palidzetu atpazit tadus simetrizacijas

polinomus, kas atbilst Bula funkcijam f ar jutigumu s(f) > m.

Teorema 13. Ja f irn argumentu Bula funkcija, r ir sis funkcijas simetrizacijas polinoms

un r(0) =0, tad s(f) > r(1).

Pieradijums. Aplukosim ievaddatu kortezu x = (0,0,...,0). Nosacijums r(0) = 0 no-
zime, ka f(x) = 0. Savukart katrs no r(1) dazadiem korteziem z’ € {0,1}", kuriem
izpildas f(z') = 1, ir iegustams no x ar vienas pozicijas nomainu. Pec funkcijas jutiguma

definicijas iegustam s(f) > s.(f) = r(1). O

Tatad, ja patvaligai m vertibai aplukojam visus simetrizacijas polinomus r, kuriem
izpildas r(0) = 0 un r(1) = m, tad siem polinomiem atbilst tikai tadas Bula funkcijas f,
kuram s(f) > m. Nakama teorema parada, ka jebkuru Bula funkciju f ar s(f) = m var

parveidot ta, lai tas simetrizacijas polinoms atbilstu siem kriterijiem.

Teorema 14. Ja n argumentu Bula funkcijas f jutigums ir s(f) = m, tad eksiste Bula

funkcija, kurai izpildas r(0) = 0, un r(1) = m.

Pieradijums. Pienemsim, ka novertejums s(f) = m tiek sasniegts ar ievaddatu virkni
xz € {0,1}", jeb s(f) = s.(f) = m.

Tad funkcijas f logikas formula pieliekam negacijas operatorus visiem mainigajiem
x;, kuru vertiba ievaddatu korteza ir x; = 1. Rezultata no funkcijas f tiek izveidota tada
funkcija f’, kuras maksimalais jutigums m tiek sasniegts punkta 2’ = (0,0, ..., 0).

Atliek parbaudit, ka f'(z') = 0. Ja §is nosacijums neizpildas, tad esam ieguvusi
r7/(0) = 1 un 7p(1) = n — m. Saja gadijuma pielickam negaciju funkcijas f' formulas

prieksa, lai iegutu funkciju f”, kurai izpildas r4#(0) = 0 un ¢ (1) = m. O
Piemers. Apskatisim funkciju (El!)

f(f]fl,ﬁg, I3, IL’4) = T2 A\ (ﬁZL‘g V ﬁZL‘4) V (ﬁl‘l A\ e ) A\ l’g).
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nodalas piemera redzejam, ka §is funkcijas jutigums s(f) = 3 ir sasniedzams ar
ievaddatiem =z = (0,0,1,1). Savukart tabula var aplukot Sai funkcijai atbilstosa
simterizacijas polinoma 7¢(k) = q¢(k) (Z) vertibas.

Ta ka z3 = 1 un x4 = 1, tad formula pirms visam mainigo x3 un x kopijam

ievietojam negaciju un iegustam formulu
f,(l'l, To, T3, $4) = T2 AN (ZE3 V IL‘4) V (ﬁfL'l A T A ﬁl‘g).

Parbaudam, ka f(0,0,0,0) = f'(0,0,0,1) = 1un f/(1,0,0,0) = f'(0,1,0,0) = f'(0,0,1,0) =
0. Tatad ieguta formula prieks |z| = 0 ir vienada ar 1, un prieks |z| = 1 tiesi viena no
Cetriem gadijumiem ir vienada ar 1, jeb 7(0) =1 un rp(1) = 1.

Pieliekam formulai f’ prieksa negaciju un iegistam formulu

f”(Il, T2, T3, 1’4) = _'(LCQ N (.’153 vV 274) V <_|IE1 N =29 N\ _|QZ3)).

I
R
[esISN
N
|

Visi formulas f” rezultati ir preteji tiem, ko ieguvam ar formulu f’, tatad 7 (0)

rp(0) = 0un rp(1) = (‘11) —rp(1) = 3. O

3.4.2. Patvaliga simetrizacijas polinoma Bula funkcijas jutigums

Ieprieksejas nodalas rezultati ir noderigi tad, ja mes parlasam simetrizacijas polinomus un
mus no tiem interese identificet tadus, kas atbilst Bula funkcijai f ar jutigumu s(f) > m
patvaligai m vertibai. Tomer mus interesetu novertet jutigumu ari tad, kad apskatam
kadu konkretu simetrizacijas polinomu, kas netika ieguts speciali sSim nolukam. Tapec
visparinasim B teoremu.

Sis nodalas ietvaros uzskatisim, ka simetrizacijas polinoms 7 ir definets ar1 punktos

—1 un n + 1, kuros ta vertibas ir r(—1) =r(n+1) = 0.

Teorema 15. Apskatisim n argumentu Bula funkciju f un tas simetrizacijas polinomu r

patvaliga punkta 0 < k <n. Jar(k) #0, tad

S(f) > n— V(k — 1) -min(n —k+ 1,7(k)) +r(k+ 1) - min(k + 1, r(k))J ‘
r(k)
Pieradijums. Eksiste r(k) ievaddatu kortezi = € {0,1}", kuri satur precizi |z| = k

vieniniekus un kuriem izpildas f(x) = 1. Atradisim lielako jutigumu s,(f), kuru kads no

siem korteziem sasniegs sliktakaja gadijuma.
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Ja no k-vieninieku korteza = ar f(x) = 1 var precizi m dazados veidos ar vienas
pozicijas izmainu iegut kortezus 2’ ar |2'| € {k—1,k+1} un f(2') = 1, tad s,(f) =n—m
pec funkcijas jutiguma definicijas. Tatad sliktakais novertejums tiks ieguts tad, ja no
apskatitiem r(k) korteziem ar viena bita nomainu tiks iegtts pec iespejas lielaks skaits
tadu kortezu, kas satur k — 1 vai k 4 1 vieniniekus un kuriem funkcijas vertiba ar1 ir 1.

Katram no r(k — 1) korteziem pastav (n — k + 1) iespejas nomainit kadu 0-bitu uz
1-bitu, lai potenciali iegutu vienu no r(k) korteziem. Un katram no r(k + 1) korteziem
pastav (k + 1) iespeja nomainit vienu 1-bitu uz 0O-bitu, lai potenciali iegutu vienu no
r(k) korteziem. Abos gadijumos koeficientu (n — k + 1) un (k + 1) vieta varam izmantot
min(n—k+1,r(k)) un min(k+1,7(k)), jo nevaram iegut tadu k-vieninieku kortezu skaitu,
kas ir lielaks par r(k) .

Sliktakaja gadijuma apskatitie (k) kortezi summari tiks ieguti
r(k—1) -min(n—k+ 1,7(k)) +r(k+ 1) - min (k + 1,7(k))

reizes, un vismaz viens no tiem tiks ieguts ne vairak ka
V(k — 1) -min(n—k+ 1,7(k)) + r(k+1) - min(k + 1,7’(lc))J
r(k)

reizes. No §1 noverojuma seko teoremas formulejums. O

Pec analogijas noformulesim simetrisko gadijumu, kad funkcijas jutiguma noverte-
sanai tiek izmanti ievaddati, kuriem funkcijas vertiba ir 0 nevis 1. Ieverosim, ka eksiste

(Z) —r(k) tadu kortezu x € {0,1}", kuriem |z| = k un f(z) = 0.

Sekas 16. Apskatisim n argumentu Bula funkciju f un tas simetrizacijas polinomu r

patvaliga punkta 0 < k <n. Ja (Z) —r(k) #0, tad s(f) > n—

V(knl) —r(k—1))min(n—k+1,(}) —r(k)) + ((kil) —r(k+1)min (k+1,(}) — r(k))J
(o) — (k) '

Piemers. Atgriezisimies pie Bula funkcijas f (), kuras mainigo skaits ir n = 4 un kuras
jutigums s(f) = 3 ir sasniedzams ar ievaddatiem x = (0,0,1, 1), kam izpildas f(z) =1
(sk. nod.) Sis funkcijas simetrizacijas polinoms ir (k) = (0,2, 4,2,0) (sk. tab.).

Ta ka |z| = 2, tad varetu sagaidit, ka Sis funkcijas labako jutiguma novertejumu dos
2-min(3,4) +2- min(3,4)J _
1 =1.

@. teorema punkta k = 2. Tomer iegustam s(f) > 4— L
Tatad st likumsakariba var dot diezgan neprecizu rezultatu.

Labaku novertejumu iegustam punkta k& = 0, izmantojot @ sekas: s(f) > 4 —
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0+ ((3) —2) - min (1, (5) — 0)
(0)_0

ka neviena punkta Saja nodala aprakstita metode nedos labaku jutiguma novertejumu. [

= 2. Sis rezultats nav optimals, tomer viegli parbaudit,

3.5. Funkcijas pakapes atkariba no tas simetrizacijas polinoma
leprieksejas nodalas redzejam, ka deg(q) = deg(p™™) < deg(p). Tomer pastav arl citas
iespejas novertet sakotneja polinoma p pakapi no apaksas, vai pat noteikt to precizi.
3.5.1. Gadijuma deg(p) = n viennozimiga noteiksana

Definesim X{"*" = {z | |2| ir para un f(x) = 1} un lidzigi definésim X?% nepara vieni-

nieku skaitam, X = {2 | |z| ir nepara un f(x) = 1}. Apzimésim X; = X" U X%,

Teorema 17. deg(f) =n <= | X £ | X% [3].

Pieradijums. Apskatisim unikalo polinomu p = Z cs X, kas reprezente Bula funkciju

S

f, kur c¢g ir monoma Xg = sz koeficients. Tad no Mebiusa inversijas formulas seko
i€s

cs = Z(—l)'sl_‘T‘f(T), kur f(7T) ir funkcijas f rezultats uz ievaddatiem, kam ar 1 ir

TCS
vienadi tie un tikai tie mainigie, kuru kartas numuri pieder kopai 7'

Izveloties S = {1,...,n}, feglistam cg = » (=177 f(T) = (=1)" Y (-1l =
TCS reXq
(—1)"(| X — | X)), Ta ka gadijums deg(f) = n izpildas tad un tikai tad, ja monoma

ry...x, koeficients nav nulle, tad iegustam $is lemmas formulejumu. [3] O

P1ez1me Alternativi MONOMma &1..-Tn koeficienta formulu varejam parveidot par cg =

Z Z = Z(—l)" r(k). Tad . teoremas formulejums sekotu uzreiz

k=0 |T|=k k=0

pec §1 parveidojuma.

Piemers. Izmantosim tabula aprekinatas vertibas (k) = qs(k) (Z) legustam
X = 1p(0) +74(2) +7p(4) = 4 un XP = rp(1) +74(3) = 4. Ta ka | X{"| = [ X%,
tad varam apgalvot, ka deg(f) < n = 4. Tik tieSam funkcijas f () pakape ir mazaka
par 4 (deg(f) = 3). O
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3.5.2. Pakapes apaksejais novertejums, izmantojot mainigo ietekmsi

Definicija. Par mainiga z; ietekmi uz Bula funkciju f saucam
Infl(f) = P?”[f(.’lfl, ey i1, 0, Ligly -eey .’L‘n) # f(ﬂj‘l, ey Li—1, 17 Litly--ey l’n)],
kur vertibas xi, ..., Z;_1, Tit1, ..., T, it nejausi izveletas no kopas {0, 1}.

Lemma 18. Ja f ir n mainigo Bula funkcija f, tad Zlnfz(f) < deg(f) [7].

i=1

Parveidosim ietekmju summas izteiksmi mums ertaka veida:

u " x|z =1, f(2 T "= x| || =k, =1, f(2? x
;Infi(f):;H | 2ﬁl)?féf( )}!:;;I{ | || - f(@') # [(2)}]

2 gﬁ’fi, kur g(k) =Y o | fa] = k2 = 1, f(2") # f(@)}].
k=1 =1

Tatad g(k) ir vienads ar gadijumu skaitu, kad patvaligam (k — 1)-vieninieku ie-

vaddatu kortezam, pamainot kadu elementu no 0 uz 1, attiecigais funkcijas rezultats art

mainas uz pretejo.
Teorema 19. g(k) > |r(k) - k—r(k—1)- (n—k+1)|

Pieradijums. Eksiste r(k — 1) dazadi kortezi x € {0, 1}", kuriem izpildas |z| = kK —1 un
f(x) = 1. Katram no sadiem korteziem varam (n — k + 1) veidos nomainit kadu nulles
vertibu uz vieninieku. Kopuma A = r(k — 1)(n — k + 1) sadas situacijas.

Eksiste r(k) dazadi kortezi 2/ € {0,1}", kuriem |2/| = k un f(2') = 1. Katru
no Sadiem korteziem varam iegut precizi k veidos, kadam (k — 1)-vieninieku kortezam
nomainot 0-bitu uz 1-bitu. Kopuma B = r(k)k sadas atbilstibas.

Vismazaka iespejama g(k) vertiba (sliktakais gadijums) ir sasniedzama tad, ja pec
iespejas daudzos gadijumos nulles nomaina uz vieninieku korteza x nemaina funkcijas
rezultata vertibu.

Ja A > B, tad vismaz A — B gadijumos, nomainot kadu x vertibu no 0 uz 1, no x
iegustam y € {0,1}", kur f(z) =1 un f(y) = 0. Savukart ja A < B, tad vismaz B — A
gadijumos, nomainot kadu 2’ vertibu no 1 uz 0, no 2’ iegustam z € {0,1}", kur f(z) =0

un f(z') = 1. Tatad g(k) > |A — B]. O

Izmantojot . lemmu un @ teoremu, varam noformulet Bula funkcijas pakapes

atkaribu no simetrizacijas polinoma.
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Sekas 20. Ja f ir n mainigo Bula funkcija f, tad

Do r(k) - k—r(k—1)-(n—k+1)
deg(f) > on i

Piemers. Ieprieks noskaidrojam, ka funkcijas f () (ar mainigo skaitu n = 4) pakape

ir deg(f) = 3, bet viena mainiga simetrizacijas polinoma vertibas ir r(k) = (0,2,4,2,0).
_ 2-1—-0/4+4-2—2-3|+2-3—4-2[+|0—-2-1] 2+2+4+2+2
Tatad deg(f) > 5T = 2 =
1. Redzam, ka art sSoreiz ieguta likumsakariba var dot diezgan neoptimalus noverteju-

mus. O]

3.5.3. Bula funkcijas pakapes atkariba no tas nulles punktu skaita

Definicija. Par n argumentu Bula funkcijas f nulles punktiem sauc tadus ievaddatu

kortezus x € {0,1}", kuriem f(x) = 0.

Saja nodala apskatisim teoremu, kas ierobezo Bula funkcijas pakapi atkariba no sis

funkcijas nulles punktu skaita.

Teorema 21. Ja p ir d. pakapes n mainigo polinoms galiga lauka ar z elementiem, tad

risinajumu skaits st polinoma vienadibai p(xy, ..., x,) = 0 dalas ar a1t I1].

Parformulesim So teoremu ta, lai no pretrunas iegutu polinoma pakapes apaksejo

novertejumu.

Sekas 22. Ja p ird. pakapes n mainigo polinoms, kas reprezente Bula funkciju un kuram

risinajumu p(xq, ..., x,) = 0 skaits nedalas ar 2™, tad [%-‘ —1 < m jeb st polinoma pakape
n

wd > .
m—+1

Piemers. Bula funkcijai f () mainigo skaits ir n = 4 un pakape ir deg(f) = 3. Sis
funkcijas rezultats ir vienads ar 0 precizi 8 gadijumos.

Mazaka divnieka pakape, ar kuru nedalas $1s funkcijas nulles punktu skaits, ir 2%.
Tatad deg(f) > 1 1

+1
novertejums. [

jeb deg(f) > 1, kas diemzel ir diezgan neoptimals funkcijas pakapes
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4. SIMETRIZACIJAS POLINOMU PARLASE

4.1. Simetrizacijas polinomu parlases motivacija

Mes velamies atrast 5. pakapes Biula funkciju f ar determineto vaicajumu sarezgitibu
D(f) > 14. No E teoremas zinam, ka n > D(f) > 14. Tacu priek$ mainigo skaita
n = 14 eksiste jau 22" ~ 10%9%? dazadas Biila funkcijas. Tapec varbutiba sadu funkciju
atrast ar pilnu parlasi ir maza.

Meklejamai funkcijai f atbilst kads simetrizacijas polinoms p*™. Iespejamo poli-

ST gkaits ir mazaks par Bula funkciju f skaitu, jo dazadam Bula funkcijam var

nomu p
atbilst viens un tas pats simetrizacijas polinoms. Lidz ar to meginasim atrast tadus si-
metrizacijas polinomus, kuri varetu atbilst n > 14 mainigo Bula funkcijai f ar pakapi
deg(p*™) < deg(f) = 5.

Atceresimies @ teoremu, kas pierada s(f) < D(f). Lai ierobezotu D(f) > 14,
mées apskatisim tikai Biila funkcijas ar s(f) > 14. Sadi tiks apskatita tikai dala no
meklejamai funkcijai atbilstosiem simetrizacijas polinomiem, jo funkcijas jutigums varetu
but art mazaks par 14. Tomer katra no nodala apskatitam 2., 3. un 4. pakapju
funkcijam savu determinéto sarezgitibu sasniedz pie s(f) = D(f) = n. Var ceret, ka arl
priek$s meklejamas 5. pakapes eksiste Bula funkcija ar tadu jutigumu, kas ir vienads ar

funkcijas mainigo skaitu. Izmantojot s(f) ka kriteriju, ir izredzes uzlabot novertejumu

ar1 lielakajam iespejamajam attalumam starp deg(f) un s(f).

4.2. Interpolacijas izmantosana polinomu parlasei

Generesim visus viena mainiga simetrizacijas polinomus ¢, kas varetu atbilst 5. pakapes
Bula funkcijai f ar jutigumu s(f) > 14. Tad katram no Siem polinomiem meginasim
atrast 1pasibas, kas vai nu lautu pieradit, ka Bula funkciju ar meklejamiem parametriem
neeksiste, vai nu atvieglotu sadu funkciju turpmaku meklesanu. Viena mainiga simetri-
zacijas polinomus $im nolukam parlasit pirmais piedavaja A.Lucko [5].

Teorema apgalvo, ka s(f) > 14 izpildas visam Bula funkcijam, kuram atbilst
=0 un q(l)(?) > 14. Savukart

0

n
viena mainiga simetrizacijas polinoms ¢ ar q(O)(
@. teorema parada, ka jebkuru Bula funkciju f ar s(f) > 14 var parveidot ta, lai tai

atbilstosais polinoms ¢ apmierinatu Sos kriterijus.
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Mes zinam, ka d. pakapes polinoms ¢ ir viennozimigi definejams ar ta vertibam
d + 1 dazados punktos {{zo, %0}, .., {a,va}}, kur visiem 0 < i < d izpildas q(x;) = y;.
Polinomu ¢ iegusim ar Lagranza interpoléciju

e

0<i<d L
i#j

Tatad 5. pakapes polinomu generésanai pietiek parlasit So polinomu iespejamas

vertibas 6 punktos, no kuriem divos punktos mes vertibas varam nofikset ka ¢(0) =
O/(g) =0un ¢q(1) = m/ (Tf) = m/n kadai konstantei m > s(f), kur n > s(f) ir
mekletas Bula funkcijas mainigo skaits.

Viena mainiga simetrizacijas polinoms, kas atbilst n mainigo Bula funkcijai f, ir

definéts n + 1 punkta. ST polinoma rezultatam ¢(k) punkta & € {0, ..., n} eksiste (Z) +1

dazadas vertibas, un ir jaizpildas 1pasibai q(k) (Z) € Ny (sk. . sekas). Vismazakais
vertibu skaits ir punktos £ = 0 un £ = n, otrais mazakais punktos k = 1 un k = n—1, utt.
Generejot 5. pakapes polinomu ar fiksetam vertibam punktos k = 0 un k£ = 1, visizdevigak

ir parlasit parejas Cetras vertibas punktos k € {n,n — 1,n — 2,2}.

4.3. Ar interpolaciju iegustamo simetrizacijas polinomu skaits

lesakuma dazadiem 5. pakapes Biula funkcijas jutigumiem s(f) > 14 parbaudisim, kads
ir viena mainiga polinomu skaits, kas tiek atrasts mazam n > s(f) vertibam, lai visiem
0 < i < n izpilditos q(i) (ZL) € Ny. Ar datora programmu atrasto polinomu skaits ir
apskatams tabula.

4.1. tabula

Atrasto 5. pakapes n mainigo polinomu ¢ skaits ar jutigumu s(f)

s(A\n 14 [ 15 [ 16 [ 17 [ 18 [ 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 |

14 247 | 382 | 629 | 1166 | 2198 | 3880 | 4609 | 5058 | 5656 | 6360 | 7297 | 8074
15 0 8 | 24 | 65 | 228 | 625 | 1527 | 2664 | 2984 | 3313 | 3864 | 4483
16 0 0 0 0 0 2 43 | 291 | 1033 | 1290 | 1504 | 1776
17 0 0 0 0 0 0 0 0 1 106 | 354 | 416
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20

No . tabulas vertibam Saja darba pieversisim uzmanibu 8 polinomiem, kuriem

izpildas s(f) = n = 15. Par labu sadai izvelei kalpo noverojums, ka visos lidz $im labaka-
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jos zinamos gadijumos s(f) un n vertibas sakrit. Savukart prieks 5. pakapes polinomiem
15 ir lielaka vertiba, kurai vel eksiste sada veida polinomi, jo prieks s(f) = n = 16 vairs
nav atrasts neviens derigs viena mainiga simetrizacijas polinoms.

4.2. tabula

Atrasto 5. pakapes s(f) = n = 15 simetrizacijas polinomu vertibas r(k)

IN\kJJoJ1 ] 23456 7 ] 8 [ 9 1011 |12[13[14]15]
15]104 (270 (270 | 6 [280 ] 1953|4020 | 4395 | 2832 | 1040 | 174 | 0
15[ 104 [ 271280 | 51 | 400 | 2163 | 4272 | 4605 | 2952 | 1085 | 184 | 1
15| 105 | 280 | 315 | 126 | 490 | 2205 | 4230 | 4515 | 2877 | 1050 | 175 | 0
151105281325 | 171|610 | 2415 | 4482 | 4725 | 2997 | 1095 | 185 | 1
7
8
9

151105 | 277|286 | 1 | 1751695 | 3684 | 4137 | 2727 | 1035 | 190
15| 105 | 278 | 296 | 46 | 295 | 1905 | 3936 | 4347 | 2847 | 1080 | 200
151105 | 279 | 306 | 91 | 415 | 2115 | 4188 | 4557 | 2967 | 1125 | 210
15| 105 | 277 | 287 | 11 | 220 | 1815 | 3894 | 4389 | 2937 | 1155 | 235 | 17

OO OO OO O
N R~ R OO O
el e R el el e R

PN | G ] L o) =

Svarigi ir ar1 tas, lai izvele krit uz salidzinosi mazu n vertibu, jo Iidz ar to ir vairak
izredzu veiksmigi izpetit konkreto gadijumu ar datora apstrades palidzibu, pec iespejas
izvairoties no atminas un atrdarbibas problemam. Visi atrastie 5. pakapes simetrizacijas

polinomi 7 ar s(f) = n = 15 ir apskatami tabula.

4.4. Bula funkcijas likumsakaribu salidzinajums

Ieprieksejas nodalas apskatijam dazadas likumsakaribas starp Bila funkcijas pakapi, juti-
gumu, determineto vaicajumu sarezgitibu, mainigo skaitu un viena mainiga simetrizacijas
polinomu (sk. tab.). Saja nodala visas apskatitas likumsakaribas sava starpa salidzi-
nasim.

Generesim visus iespejamos simetrizacijas polinomus, kuru pakape neparsniedz 5
un kuru mainigo skaits neparsniedz 15 (bez ierobezojuma uz s(f) vertibu). Katram no
simetrizacijas polinomiem pielietosim visas ieprieks apskatitas likumsakaribas, salidzinot
to rezultatus sava starpa. Musu merkis ir atsijat vajakas likumsakaribas, kas uz citu
likumsakaribu fona nedod nekadus uzlabojumus.

Starp visam likumsakaribam, sakuma aprekinasim Bula funkcijas jutiguma noverte-
jumu, tad pakapes novertejumu (tai skaita izmantojot deg(f) > 1/s(f)/2), un visbeidzot

funkcijas determinetas sarezgitibas novertejumu, kas var but atkariga gan no pakapes

(deg(f) < D(f)), gan no jutiguma (s(f) < D(f)).
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4.3. tabula

Likumsakaribas starp Bula funkcijas raksturlielumiem

’ N H Formula \ Teorema ‘
1. deg(f) < D(f) 8
2. s(f) < D(f) o
3. deg(f) > \/s(f)/2 B
4. deg(f) > deg(p™™) -
5. s()>n— r(k —1)min(n — k+ 1,7(k)) +r(k + 1) min(k + 1,7(k)) -

' - r(k)
6. s(f) > n — ... (ieprieksejas formulas dualais gadijums) M
7. deg(f) =n = |X{*"[ # [ X" 2
8. deg(f) > 2=t AL R g(nk_l_ SR
9. 9k |z p(1, ooy ) = 0] = deg(f) > m11 2

Kopuma ir iegustami 1958008 simetrizacijas polinomi ar pakapi 1 < deg(q) < 5 un

mainigo skaitu, kas neparsniedz 15 un nav mazaks par konkretaja bridi apskatito paka-

pi. Katram no Siem simetrizacijas polinomiem pielietojam visas tabula uzskatitas

likumsakaribas, lai novertetu polinomam atbilstosas Bula funkcijas f raksturlielumu ver-

tibas deg(f), s(f), D(f). Tad katrai no likumsakaribam saskaitam, cik gadijumos (no

iespejamiem 1958008) ta dod optimalo rezultatu, salidzinot ar citam apskatitam likum-

sakaribam. Iegutie rezultati ir apkopoti tabulas otraja kolonna.

4.4. tabula

Simetrizacijas polinomu skaits, kuriem konkreta likumsakariba ir optimala

| Bila funkcijas jutigums s(f)

r(k —1)min(n — k+ 1,r(k)) + r(k + 1) min(k + 1,7(k))

s(f) >n— () 1323854 | 1323854
s(f) > n — ... (ieprieksejas formulas dualais gadijums) 1323854 | 1107701
‘ Bula funkcijas pakape deg(f)
deg(f) > deg(p™™) 1958008 | 1958008
deg(f) =n < | X £ | X0 16802 [0
2™m : e Ty) =0 =d > 528 0
e p(o, o) = 0] = degl(f) > "
deg(f) = V/s(f)/2 400 0
" k) - k—r(k—1)-(n—k+1
deg(f) = 2 I () g(n_l ) (n—k+1) 268 0
Bula funkcijas determinéeta vaicajumu sarezgitiba D( f)
s(f) < D(f) 1665952 | 1665442
deg(f) < D(f) 552840 | 292056
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Daudziem polinomiem kada raksturlieluma lielaka vertiba var tikt ieguta vairakos
veidos. Atradisim mazako nepieciesamo likumsakaribu skaitu, kas garante to, ka katram
polinomam tiek sasniegti visi labakie novertejumi. Katram no trim apskatitiem rakstur-
lielumiem (jutigums, pakape, vaicajumu sarezgitiba) piefiksesim to likumsakaribu, kas
sasniedz lielako optimalo novertejumu skaitu. Visam parejam likumsakaribam skaitisim
tikai tadus gadijumus, kas netiek sasniegti ar attieciga veida nofikseto likumsakaribu (sk.
tab. 3. kolonnu, kur fiksetam likumsakaribam atbilstoso optimalo gadijumu skaits
ir pasvitrots).

Ka redzams, prieks Biula funkcijas pakapes novertejuma mums pietiek nemt verta
tikai nosactjumu deg(f) > deg(p®™™), bet visas parejas likumsakaribas nekad nesniedz
papildus informaciju. Savukart gan Bula funkcijas jutiguma, gan determinetas vaicajumu
sarezgitibas noteikSanai ir jaapskata abas attieciga veida likumsakaribas, jo eksiste brizi,

kad jebkura no tam ir labaka par otru.

32



5. SECIGA SIMETRIZACIJAS POLINOMU SADALISANA

5.1. Simetrizacijas polinoma sadalisana divos mazakos

Apskatisim n mainigo polinomu p ar pakapi deg(p), kas reprezente meklejamo Bula fun-

kciju f. Jebkuru sadu polinomu var izteikt ka
p(‘rlv vy In—1, xn) =A + ana

kur A un B ir polinomi, kas nesatur mainigo x,,.

Definicija. Ja p ir n mainigo polinoms, tad ar pg q,. ., apzimesim So polinomu ar k
fiksetam mainigo vertibam: p(xy, ..., Tp_k, Tnpr1 = Ak, Tp—kt2 = A1, .., T, = a71), Kur
a; € {0,1}. Savukart ar 74,4, 4, apzimesim polinomam pg, 4, 4, atbilstoso simetrizacijas

polinomu.

Augstak minetai izteiksmei iegustam py = A un p; = A 4+ B. Sakotnejo polinomu p
var izteikt ar po un pi: p = (1 — x,)po + T,p1. Starp simetrizacijas polinomiem r, 79 un

r1, kas atbilst polinomiem p, py un p;, pastav sekojosas likumsakaribas:

Katra no gadijjumiem r(k) apzimeé tadu ievaddatu kortezu z € {0,1}" skaitu, kuriem
izpildas |z| = k un p(x) = 1. Lidz ar to mes skirojam divas iespejas: vai nu z, = 0 un
mus aizvien interese koretezi ar k vieniniekiem (to skaits ir ro(k)), vai art x,, = 1 un mums

turpmak jaskaita kortezus ar k — 1 vieniniekiem (to skaits ir 1 (k — 1)).
Piemers. Bula funkciju () reprezente polinoms (@)
p(T1, 2,73, 74) = Ty + T3 — T1T3 — ToT3 + T1T2T3 — ToT3Ty.
So polinomu varam izteikt ka p = pg + x4 - p1, kur
po(T1, T2, ¥3) = Ty + 3 — T1T3 — TaT3 + T1T2T3

un

p1(T1, T2, T3) = To + T3 — T1XT3 — 2X9X3 + T1ToT3.
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Atbilstosie simetrizacijas polinomi r, 7y un r; ir apskatami tabula. Iekrasotas tabulas

sunas norada uz likumsakaribu r(k) = ro(k) + 1 (k — 1). O

5.1. tabula

Polinomam (@) atbilstosa simetrizacijas polinoma r sadalijums ry un

Kk Jo[1[2]3]4]
r(k) J0]2[4]2]0
kylol2[2]1

5.2. Polinoma raksturlielumu izmainas sadaliSanas procesa

Pienemsim, ka n mainigo multilinears polinoms p : {0,1}" — {0,1} ar pakapi deg(p)
un jutigumu s(f) tiek sadalits sikakos polinomos py = p(x1,...,Zn_1,2, = 0) un p; =
p(x1, ..., Tp1, T, = 1). Apskatisim, kads var but iegtito polinomu pg un p; mainigo skaits,
pakape, jutigums un determineta vaicajumu sarezgitiba. Sim nolikam mums pietiks

apskatit divus piemerus.

Piemers. Izvelesimies sakotnejo polinomu vienadu ar p = x;...x,. Atkariba no mainiga
x, vertibas iegustam divus polinomus: pg =0 un p; = 1...2,_1.

Polinomiem p, py un p; mainigo skaits, jutigums, pakape un determineta vaicajumu
sarezgitiba sava starpa sakrit. Visu So raksturlielumu sakotnéja vertiba ir n, savukart pec
sadalijuma ta var palikt par 0 vai n — 1.

Alternativi mes varejam aplukot gadijumu ar sakotnejo polinomu p = (1 — x,) -

x1...Tn_1, kas pec sadalijuma paliek par py = x1...x,_1 un p; = 0. ]

Sis piemers parada, ka polinoma sadaliSsanas gaita visi ta raksturlielumi var svarsti-
ties robezas no 0 Iidz n—1, kur n ir sakotneja polinoma mainigo skaits. Savukart nakamais
piemers parada: ja pakapes un jutiguma vertibas ir mazakas par mainigo skaitu, tad Sis

vertibas sadaliSanas procesa var nemainities.

Piemers. Apskatam 3 mainigo polinomu p = z1x5 + ToT3 — 212223. S1 polinoma sadali-

jums sastav no py = 1T Un p; = To.
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5.2. tabula

Polinomam p = z1x2 + zox3 — 12273 atbilstosa simetrizacijas polinoma r sadalijums

|k [0]1]2]3]
r(k)y Tolo]2]1
To(k’) 0]0]1
7”1(]6) 0[1]1

Polinomu p un pg pakapes ir vienadas ar 2. Polinoma p jutigums ir vienads ar 2 un
tiek sasniegts punkta (0, 1,0), savukart polinoma py jutigums ar1 ir vienads ar 2 un tiek
sasniegts punkta (1,1).

Aplukosim polinomiem p un p; atbilstosos simetrizacijas polinomus r un ry (sk.
tab.). Lai gan polinoms p; sastav no viena mainiga, mes $im polinomam uzbuvejam tris
vertibu simetrizacijas polinomu r;. Ta nav pretruna, bet gan Saja gadijuma mes polinomu

p1 uztveram ka divu mainigo polinomu, kura viens mainigais ir fiktivs. [

Sadalot patvaligu polinomu p sikakos polinomos py un p;, iegito polinomu pakapes
nekad neparsniedz sakotneja polinoma pakapi. Nakamais piemers parada, ka atbilstoSiem

simetrizacijas polinomiem r, ro un r; analogiska 1pasiba ne vienmer izpildas [9].

Piemers. Apskatisim polinomu p = 1 — x5 — 2125 + x125. ST polinoma simetrizacijas
6 — 2371 — 2&32 — 2$3

polinoms ir p*¥™ = 5 un viena mainiga simetrizacijas polinoms ir ¢ =
2
1— -z
6
Ja x3 = 0, tad no p iegustam polinomu py = 1 — xyx5. Polinoma p, simetrizacijas
2 — 2.CE1ZE2

. . . . L . . x
polinoms ir p¥™ = un viena mainiga simetrizacijas polinoms ir gg = 1 — < )

2 2
Savukart, ja x3 = 1, tad no p iegustam polinomu p; = x7 — 1 2s. St polinoma simet-

L : . sym  T1+ To — 2m179
rizacijas polinoms ir p;’" = 5

1 T
= - — )
q1 5 9

Tatad deg(q) = 1, bet deg(qo) = deg(q1) = 2. -

un viena mainiga simetrizacijas polinoms ir

5.3. Seciga simetrizacijas polinomu sadalisana

Mes velamies atrast polinomu p, kurs atbilst simetrizacijas polinomam r. Sim nolukam
sadalisim polinomu r divos magzakos simetrizacijas polinomos rg un rq, atradisim tiem

atbilstosos polinomus py un p;, un no tiem atjaunosim sakotnejo polinomu p.

35



Simetrizacijas polinomam r varetu atbilst vairaki sadalijjuma pari ro un r;. Tapec
parlasisim visus iespejamos simetrizacijas polinomus 7y, un katram no tiem viennozimi-
gi uzbuvesim atbilstoSo simetrizacijas polinomu ry, izmantojot nodala aprakstitas
formulas: Vk € {0,....n —2} :ri (k) =r(k+1) —ro(k + 1) un ri(n — 1) = r(n).

Vertibu 74(0) = r(0) izvelamies viennozimigi, bet jebkuru citu simetrizacijas poli-

noma rg vertibu punkta 1 < k < n — 1 izvelamies ta, lai izpilditos sekojosi kriteriji:

. 0< (k) < (";1)

-1 -1
e 0< (k) =r(k+1)—ro(k+1) < (n i ), kuru parveidojam par r(k)— <Z B 1> <
ro(k) < r(k)

Tatad max (O,r(k:) - (Z - i)) < ro(k) < min ((n ; 1)77”(/{;)).

Ja meklejam n mainigo Bula funkciju f ar pakapi deg(f), tad sakuma atrodam visus
simetrizacijas polinomus r, kuri varetu atbilst funkcijai f. No simetrizacijas polinoma
r atrodam visus iespejamos sadalijumus polinomos ry un r;. Tad katru no atrastajiem
sadalijumiem ry un r; sadalam vel sikak, iegustot simetrizacijas polinomos rgg, 701, 710, 7'11-

So procesu atkartosim secigi, katru reizi iegistot divas reizes vairak simetrizacijas
polinomu, katrs no kuriem satur par vienu mainigo mazak neka sadalamais polinoms.
Mes apstajamies tad, ja polinomu r ir izdevies sadalit n secigas reizes, ka rezultata esam
ieguvusi 2" simetrizacijas polinomus, katrs no kuriem atbilst 0 mainigo polinomam jeb

konstantei ¢ € {0, 1}.

Definicija. Par Bula funkcijai f atbilstosa simetrizacijas polinoma k-to sadalijjuma Iimeni
sauksim 2k simetrizécijas polinomu komplektu (7’00“00, 700..105 ---» T'11..10, Tll..ll)a kas atbilst

funkcijai f, 2% dazados veidos nofiksejot taja mainigos {Zn_pi1, Tn_kr2s s Tn1, Tn }.

Jaatzime, ka mums nav japarlasa polinoma ry vertibas visos n — 1 punktos. Ja
simetrizacijas polinoms r atbilst Bula funkcijai ar pakapi < d (musu gadijuma parasti
d = 5) un mainigo skaitu n, tad simetrizacijas polinoms ry atbilst Bula funkcijai ar
pakapi < dy = min(d,n — 1). Lidz ar to pietiek parlasit vertibas dy + 1 punktos un

interpolet parejas vertibas.

Definicija. Ja n mainigo Bula funkcijai atbilst simetrizacijas polinoms r, tad par §1

polinoma trivialu sadalijumu sauksim n-to sadalijjuma Iimeni.
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Piemers. Apskatisim Nisan un Szegedy funkciju (sk. nod.):
E(l’l, $2,$3) =21+ X9+ Xz — T1To2 — XT3 — ToX3.

Sai funkcijai atbilsto$a simetrizacijas polinoma r vertibas ir [0,3,3,0]. Polinoma r tri-
vials sadalijums ir apskatams attela, kur katras simetrizacijas polinoma r, virsotnes

kreisais berns ir r,o un labais berns ir r,;. O

5.1. att. Nisan un Szegedy funkcijas (Ell) trivials sadalijums.

5.4. Bula funkcijas iegusana no pilniga sadalijjuma

Secigi sadalot simetrizacijas polinomus, musu merkis ir atrast trivialu sadalijumu. Triviala
sadalijuma zemakais n-tais limenis satur tikai tadus simetrizacijas polinomus r;, kas ir
definéti viena punkta un atbilst konstantai Bila funkcijai f;. So funkciju reprezenté
polinoms p; = r;(0).

Tatad simetrizacijas polinoma r trivialais sadalijums ir vienads ar meklejamas Bila
funkcijas reprezentejosa polinoma p sikako (jeb trivialo) sadalijumu. Atliek iemacities,
ka no diviem polinomiem p,o un p,; (kas atbilst simetrizacijas polinomiem 7, un r,;)
uzbuvet polinomu p, (kas atbilst simetrizacijas polinomam r,). Vairakkart pielietojot
sadu algoritmu, spesim no triviala sadalijuma atjaunot sakotnejo polinomu p.

Ja sadalijuma k-ta limena polinomu p, sadalijam divos stkakos, tad polinomam p,o
atbilst mainiga vertiba x,_; = 0 un polinomam p,; atbilst mainiga vertiba =, , = 1. Ka
jau redzejam nodala, polinomu p, varam izrekinat ka p, = (1 — Z,—)Pro + Tn—gPu1-

Ja polinoms pqg atbilst simetrizacijas polinoma r, 1ipasibam, un polinoms p,; atbilst si-
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metrizacijas polinoma r,; 1pasibam, tad acimredzami polinoms p, atbilstis simetrizacijas

polinoma r, 1pasibam.

Piemers. Izmantosim attela redzamo Nisan un Szegedy funkcijas simetrizacijas po-
linoma trivialo sadalijumu, lai atjaunotu Nisan un Szegedy funkcijai atbilstoso polinomu.
Katram no simetrizacijas polinomiem r, (sakot ar zemako sadalijuma lIimeni) tabu-

la mineti simetrizacijas polinomi r,9, 7,1 un paradita attieciga polinoma p, iegtiSana no

polinomiem p,o un p,q. [
5.3. tabula
Nisan un Szegedy polinoma atjaunosana no triviala sadalijjuma (n = 3)
’ k ‘ Tz ‘ T'z0 ‘ Tz1 ‘ Pz = (1 - xnfk>pac0 + Tp_ kPl ‘
3 [0] — — 0
31 [ - — 1
2 [0,1] [0] A [Q—az1) 0tz -1=m
2 [1,1] 1] 1] (1—x) - 14z-1=1
2 [1,0] 1] 0] (1—z) - 142,-0=1—m
1 [0, 2, 1] [0, 1} [1, 1] (1 - Z’Q) - T+ X9 - 1= T1+ To — T12To
1 [1,2,0] [1,1} [1,0] (1—1’2) . 1—|—£C2 . (1-1’1) = 1—£C1£IZ'2
0 [0,3,3,0} [0,2,1] [1,2,0] 1— $3) . (fEl + 22 —.Tlxg) ‘|‘]§'3(1 —51311’2) =
X1+ XTog 4+ Xz — T1To — X1 T3 — ToXy

leprieksejais piemers paradija, ka atjaunot sakotnejo polinomu no triviala sadaliju-
ma. Tomer ne vienmer tas ir iespejams. Lai gan uzbuvetais polinoms p vienmer atbilst
nepieciesamajam simetrizacijas polinoma ¢ ipasibam, tomer polinoma p atjaunosanas pro-

cesa ieguta pakape un mainigo skaits biezi vien atskirsies no velama.

Piemers. Polinomiem p, = x1—x129 un p, = xo—x 129 atbilst viens un tas pats simetriza-
cijas polinoms 7, ar vertibam [0, 1, 0] Apskatisim, kads polinoms var atbilst simetrizacijas

polinomam r ar vertibam [0, 1, 1, 0], kas var tikt iegtits no ro = r1 = 7g.
© pu=(1—22)ps + Tops = T1 — T172
¢ Pv= (1 - l‘g)pa + Topy = X1 — T1T9 — T1T3 + T3

Sava starpa parsaucot polinomu p, un p, mainigos, rezultata simetrizacijas polinomam

[0,1, 1, 0] uzbuivejam vai nu 2 mainigo polinomu p,, vai nu 3 mainigo polinomu p,. O
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Lai uzbuvetu sakotnejo polinomu p no triviala sadalijjuma, katru reizi apvienojot
divus polinomus viena, mums naksies fikset mainigo nosaukumus polinoma pg un vis-
os iespejamos veidos sava starpa mainit mainigo nosaukumus polinoma p;. Lidz ar to
polinomu p bus iespejams iegut prieks dazadam pakapju un mainigo skaita vertibam.

Tomer atbilstosi nodalai mes nevaram precizi zinat, kada ir Bula funkcijas
pakape vai mainigo skaits, kas atbilst konkretajam simetrizacijas polinomam, kas ieguts
sadalijuma gaita. Lidz ar to biezi vien naksies soli pec sola secigi no sikakiem polinomiom
buvet sakotnejo polinomu p un tikai pedeja soli vares saprast, ka iegutais polinoms neat-
bilst velamiem Bula funkcijas raksturlielumiem. Paslaik autoram nav zinams, ka efektivi

ajaunot sakotnejo polinomu no triviala sadalijuma.
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6. SECIGAS POLINOMU SADALISANAS UZLABOJUMI

6.1. Pakapju likumsakaribas viena sadalijuma Iimena ietvaros

Atgriezisimies pie idejas n mainigo polinomu p ar pakapi deg(p) < d izteikt ka
P = A+ $nB y
kur A un B ir polinomi, kas nesatur mainigo x,,. Tad deg(A) < d un deg(B) < d — 1.
Polinomi pg = A un p; = A + B satur saskaitamo A, tapec deg(po), deg(p1) < d.
Tomer deg(p1 — po) = deg(B) < d — 1. Tatad arT deg(p;”™ — py"") < deg(pr — po) <
d — 1. Sadi esam ieguvusi jaunu nosacijumu, kuram ir jaizpildas simetrizacijas polinoma

sadaliSanas procesa.

Piezime. Saja nodala mes izmantosim 1pasibu, ka jebkuriem diviem polinomiem py un p;

sym sym

= pe?™ —p¥™. Sada 1pasiba acimredzami

izpildas (po+p1) +pi?™ un (po—p1)

seko no polinomu simetrizacijas metodes definicijas, jo patvaligai ievaddatu permutacijai
x izpildas po(z) £ py(z) = (po £ p1)(2). Tatad arT deg(p¥™ £ p¥™) = deg((po £ p1)*¥™) <

deg(po + p1>

Jebkuru n mainigo polinomu p ar pakapi deg(p) < d varam izteikt ka
p= A + an + Own—l + Dl‘n—2 + E:Enxn—l + F:Enxn—Q + G:En—lmn—Q + Hmnxn—lxn—%

kur A, B,C,D, E, F,G, H ir polinomi, kas nesatur mainigos x,,, ,,—1, n—2. Tad 3. limena

sadalijjuma iegustam:

* pooo = A

e poor =A+D

e poo=A+C

e pon=A+C+D+G
e pioo=A+1B

e pm=A+B+D+F
e puo=A+B+C+E

e pmm=A+B+C+D+E+F+G+H
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Katru no polinomiem A, B,C, D, E, F,G, H varam iegut sekojosa veida:

« A= Dpooo

* B = pioo — Pooo

» C = po1o — Pooo

* D = poo1 — Pooo

* E = p110 — p1oo — Po1o + Pooo

* F'= p1o1 — p1oo — Poo1 + Pooo

* G = po11 — po1o — Poor + Pooo

e H = pi11 — p11o — Pio1 — Por1 + Pioo + Poio + Poor — Pooo

Lidz ar to varam katra gadijuma parbaudit, ka izpildas:
o deg(4) <d
o deg(B),deg(C),deg(D) <d—1
o deg(E),deg(F),deg(G) <d—2
o deg(H)<d-3

Protams, ja d — 3 vertiba ir mazaka par 0, tad mums ir isteniba japarbauda, ka polinoms
H ir konstante 0.

Mes stradasim nevis ar sakotneja polinoma sadalijumiem, bet gan ar atbilstosiem
simetrizacijas polinomiem, tomer 1pasiba deg(p™™) < deg(p) lauj mums pielietot ieguitos
kriterijus arl simetrizacijas polinomu pakapem.

Visparinasim iegutos nosacijumus prieks k-ta sadalijuma Iimena. Katram sadaliju-
ma polinomam pg,4,. 4, ar a; € {0,1} izrekinam polinomu izteiksmi

7 = Z (—1)Zea=Xb) .

b1,...,bx €{0,1}
bi1<ay,...,bp<ag

un parbaudam, ka izpildas nosacijums deg(Z) < d — Z a;.
Lai parbauditu Sos kriterijus, mums nav jagenere pilns k-ta sadalijjuma Iimenis. Mes

tos varam parbaudit pec katra k-ta sadalijuma Iimena polinoma iegusanas no (k — 1)-a
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sadalijuma limena. Sim noliikam apskatisim (k — 1)-a sadalijuma limena 2"~ polinomus
k-1

Daras...ar_, Dicaugosa seciba pec to a = Zai vertibas. Piemeram 3. sadalijjuma lime-
i=1
na polinomus apskatisim seciba (pooo, Poor, Poros P1oo, Poi1, P1o1, P10, P111) Un katru no tiem
sadalisim divos 4. sadalijuma Iimena polinomos.
Kad sadalam (k—1)-a sadalijuma polinomu pg,ay..q,_, ar @ = E a,; divos k-ta sada-
lijuma Imena polinomos pg,as...a,_,0 UN Paay..a,_,1, tad uzreiz varam abiem polinomiem

parbaudit Saja nodala aprakstito nosacijumu, jo visi k-ta sadalijuma limena polinomi ar

Z a; < a jau ir ieguti ieprieksejos solos.

6.2. Vienadojumu sistemas risinasana secigu sadalijjumu gaita

Ir dots n mainigo polinoms p un mes to velamies sadalit divos gadijumos py un p;. leprieks
esam pienemusi, ka sadaliSana notiek, pielidzinot mainiga x, vertibu kadai konstantei
¢ € {0,1}. Tomer sim nolukam mes varam pieskirt vertibu ¢ jebkuram no $1 polinoma
mainigajiem. Kopa eksiste n iespejas to izradit, un katra no tam iegtistam polinomu py

un p; komplektus, kas sava starpa var but vienadi vai atskirigi.

Definicija. Ja n mainigo polinoma p pielidzinam z; = ¢ € {0, 1}, tad ieguto polinomu
apzimésim ar p’, bet tam atbilstoso simetrizacijas polinomu apzimesim ar 7.
n

Teorema 23. Zzlri(k) = (k Jlr 1)7‘(/€ +1)
Pieradijums. Vienadojuma kreisa puses saskaita, cik gadijumos mes varam pielidzinat
polinoma p patvaligu mainigo x; = 1 un tad vieniniekiem pielidzinat vel precizi k& citus
mainigos, lai beigas iegtitu rezultatu 1.

Tatad mes saskaitam, cik kopuma ir iespejas precizi k + 1 mainigos pielidzinat vien-
iniekam ta, lai beigas iegutu polinoma rezultatu 1. Tomer katru no sadiem gadijumiem
mes esam ieskaitijusi (k —; 1) reizes, izveloties pirmo vienienika poziciju atseviski no

parejam k pozicijam. [
Teorema 24. iri (k) = n—k r(k)
i=1 ’ 1

Pieradijums. Vienadojuma kreisa puses saskaita, cik gadijumos mes varam pielidzinat
polinoma p patvaligu mainigo x; = 0 un tad precizi k£ no palikusiem mainigajiem pielidzi-

nat vieniniekiem tada veida, lai ieguita polinoma vertiba butu vienada ar 1.
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Tomer mes S1s darbibas varejam veikt otrada seciba. Vispirms atrast visus gadiju-
mus, ka precizi k& mainigos pielidzinat vieniniekam, lai polinoma p vertiba butu vienada
ar 1. Katra no siem gadijumiem pari palikusie n — £ mainigie ir vienadi ar 0, un mes

n—=~k
( ] ) veidos varam izveleties jebkuru no tiem. O

legutas teoremas varam pielietot, meginot sadalit patvaligu simetrizacijas polinomu
r, kas ir definets n + 1 punkta, divos mazakos polinomos. Ar interpolaciju atradisim m
iespejamos sadalijumu parus rg un r;. Tad izveidosim vienadojumu sistemu, kas sastav

no sekojosiem 2n + 1 vienadojumiem:

e ¢y + ...+ ¢, = n. Kopa eksiste n iespejas izveleties mainigo, kura vertiba tiks
pielidzinata konstantei ¢ € {0,1}. Vertiba ¢; ir vienada ar reizu skaitu, kad, fiksejot
kadu no n mainigajiem, tiek ieguts i-tais sadalijums polinomos 7y un 7;.

E+1
o Yk €{0,..,n—1}:crry(k) 4+ ... + (k) = ( —;

mets simetrizacijas polinoms r; no i-ta atrasta sadalijumu para. Sie n vienadojumi

)r(k +1). Seit ar 7 ir apzi-

parbauda @ teoremas nosacijumu katrai no iespejamam k vertibam.

n—k

o Vke{1,..,n}:cry(k)+...+cnry (k) = ( .

)T(k) Sie n vienadojumi parbauda
@. teoremas nosacijumus.

Mus interese, vai Sai vienadojumu sistemai eksiste tads risinajums, ka Ve; € Ny Ja
sai vienadojumu sistemai neeksiste neviena risinajuma vai eksiste tikai viens risinajums,
kas nav izsakams naturalos skaitlos, tad simetrizacijas polinomu r nav iespejams sadalit
sikakos polinomos. Parejos gadijumos uzskatisim, ka risinajums naturalos skaitlos eksiste.
6.1. tabula

Visi iespejamie simetrizacijas polinoma r sadalijumi polinomos ry un r;

| _[0f1[2[3[4[5][6][7]8]

| r[o]8]27]30]10[0]|3][2]0]
rplof7]21]21] 7000~
ril1]6l9]3]0[3][2]0]-
relof7]21]20] 5 [0[2]1]—
ril1[6]10l 5[0 |1[1][0]—

Piemers. Parbaudisim tabulas simetrizacijas polinoma r sadalijumus, risinot vien-
adojumu sistemu, kuru var aplukot tabula. No vienadojumu sistemas pedejam rin-

dinam iegustam pretrunu, c; = 3 un c; = 2 vienlaicigi. Tatad simetrizacijas polinomu

43



r nav iespejams sadalit sitkakos polinomos un Iidz ar to sadam simetrizacijas polinomam

neatbilst neviena Bula funkcija.

tabulas sadalijjumam atbilstosa vienadojumu sistema

Parbaudama likumsakariba

Atbilstosais vienadojums

clré(2) + 627"3(2) =
c1rp(3) 4+ cord(3) =
clr(l)(él) + czrg(él) =
clré(5) + czrg(5) =

1 2/py
c17(6) + carg(6) =

crrg(7) + cord(7) =

21e; + 21y = 162

21c; + 20cy = 150

ci+ca=n c1+cyg =38
1
c17r1(0) + cr7(0) = . r(1) c1+cy =38
2
crry (1) + cori (1) = ] r(2) 6c1 + 6cg = b4
3
c1r1(2) + eari(2) = | r(3) 9¢; + 10c5 = 90
4
171 (3) + eari(3) = )@ 3¢1 4 5oy = 40
5
c1ry(4) + cori(4) = ) r(5) 0+0=0
6
c1r1(5) + 217 (5) = 1 r(6) 3c1 +co =18
7
171 (6) + o7 (6) = ] r(7) 201 + ey = 14
8
erri(7) 4 cerd(7) = ) r(8) 0+0=0
8
17y (0) + corg(0) = . 7(0) 04+0=0
7
errg(1) + erg(1) = (| |r(1) ey + Tey = 56
6
1
5
1
4
1 701 + 5C2 =40
3
0+0=0
1 +
2
) 04 2cp =6
1
1 0+ 102 =2

]

6.2. tabula

Vienadojumu sistemu varam risinat ari tad, kad simetrizacijas polinoma sadaliSanas

procesa no p-ta sadalijuma limena ieguvam vairakus iespejamos (p + 1)-ma sadalijuma,

Iimenus.
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6.1. att. Shematisks piemers, kas parada m = 3 iespéjamo sadalijumu iegusanu no
2. sadalijuma lItmena

Pienemsim, ka tika atrasti m veidi no p-ta sadalifjuma Iimena iegut (p + 1)-mo
sadalijuma Iimeni (sk. att.). Tad izveidosim vienadojumu sistemu, kas sastav no

sekojosiem vienadojumiem:

e ¢+ ..+ ¢, =n—p. Jasadalam simetrizacijas polinomu, kas ir definets n + 1
punktos, tad p-ja sadalijuma Iimeni busim ieguvusi simetrizacijas polinomus, kas ir
defineti n — p+ 1 punktos jeb atbilstis n — p mainigo Bula funkcijai (dazi no kuriem
var but fiktivi). Savukart vertiba ¢; ir vienada ar reizu skaitu, kad, fiksejot vienu
no n — p mainigajiem, tiek ieguts i-tais no m iespejamiem (k + 1)-ma sadalijuma

limeniem.

o Katram no 2° polinomiem r,, kas ietilpst p-ta sadalijuma Iimen1 risinasim Vk €
k41 g
{0, ..;n —p—1} = erk (k) + oo + cpr™i(k) = ( N )rx(k: +1). Sie 2°(n — k)

1
vienadojumi parbauda . teoremas nosacijumus.

o Katram no 2P polinomiem r,, kas ietilpst p-ta sadalijuma Iimen1 risinasim Vk €
) =k B
{1,..,n—p}:erio(k) + ...+ cpri (k) = ((n p) )m(k) Sie 2P(n — k) viena-

1
dojumi parbauda @ teoremas nosacijumus.

Simetrizacijas polinomu secigas sadalisanas metodi un tas uzlabojumus ieprieks ir

aprakstijis I.Stepanovs [9].
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6.3. Polinomu sadalisanas talakas optimizacijas

Pienemsim, ka velamies atrast Bula funkciju f, kurai attalums starp pakapi deg(f) un ju-
tigumu s(f) ir lielaks par Sobrid labako rezultatu, jeb log ) deg(f) < logg 3. (Analogiska
ideja butu speka ar1 prieks vaicajumu sarezgitibas D(f).)

Izvelesimies vertibas d, n, s, kuram izpildas log, d < logg 3, un meklesim n maini-
go Bula funkciju ar pakapi d un jutigumu s. Atradisim visus atbilstoso simetrizacijas
polinomus r un meginasim sadalit tos sikakos.

Katram no sadalijuma simetrizacijas polinomiem ar ieprieks apskatitam likumsa-
kartham varam novertet atbilstosas Bula funkcijas pakapes deg(r’) > d' un jutiguma
s(f) > s apaksejos novertejumus. Pienemsim, ka kadam no sadalijuma simetrizacijas
polinomiem izpildas log, d’ < logg3. Ja polinoms ar pakapi d’ un jutigumu s’ eksiste,
tad mums pietiktu atrast So polinomu, lai uzlabotu paslaik labako zinamo rezultatu. St
polinoma mainigo skaits ir noteikti mazaks par n, tapec parbaudit st polinoma eksisten-
ci varetu but vieglak neka parbaudit musu d. pakapes n mainigo polinomu ar jutigumu
s. Tatad §1 polinoma eksistenci parbaudit vajadzetu jau pirms tam, kad sakam n mai-
nigo polinoma meklesanu. Savukart, meklejot n mainigo polinomu, varam pienemt, ka
neeksiste polinomu ar mazaku mainigo skaitu, kas dod attalumu labaku par log 3.

Lidz ar to katru reizi, kad pamanam simetrizacijas polinomu ar pakapi deg(f’") > d’
un jutigumu s(f") > §', kuram izpildas log, d’ < logg 3, mes varetu pienemt, ka attiecigas
Bula funkcijas neeksiste. Un palielinat pakapes apaksejo novertejumu deg(f’) Iidz tadai
vertibai, ka $is polinoms vairs neuzlabotu rezultatu logg 3, tatad deg(f’) > s'1863  Sa-
vukart Sis izmainas rezultata citi izmantotie kriteriji varetu nobraket sadu simetrizacijas
polinomu, un kopuma mums bus jaapskata mazaku poziciju skaitu.

Mineta optimizacija Saja darba izstradataja datora programma netika izmantota.
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7. REZULTATI

7.1. Petijjuma merkiem izstradata datora programma

Darba ietvaros tika izstradata C4++ programma, kas implemente visas darba aprakstitas
metodes. Programmas izstradei tika izmantota Microsoft Visual Studio vide un Tortoi-
seSVN versiju parvaldibas sistema. Izveidotais Microsoft Visual Studio projekts sastav
no 17 failiem, kas kopa satur ~ 2000 pirmkoda rindinas, tai skaita vienibu testus.
Izstradatais C++ projekts satur 5 klases, kuru deklaracijas var apskatit 1. pielikuma.
Savukart 2. pielikuma ir aplukojami dazi no §1 darba interesantakiem vai sarezgitakiem

pirmkoda fragmentiem.

7.2. Ar datora programmu iegutie rezultati

Parlasot 2. pakapes 3 mainigo simetrizacijas polinomus, izstradata programma veiksmigi
atrod Nisan un Szegedy funkcijas trivialu sadalijjumu (sk. att.). Savukart, parlasot
3. pakapes 6 mainigo simetrizacijas polinomus, tiek atrasts Kushilevitz funkcijas trivials
sadalijums. Sie rezultati var kalpot ka apliecinajums, ka izstradata programma strada

korekti.

7.1. att. Atrastie sadalijjumi, meklejot 5. pakapes 15 mainigo Bila funkciju

Meklejot 5. pakapes 15 mainigo Bula funkciju ar jutigumu 15 (un tatad ar1 de-
termineto vaicajumu sarezgitibu 15), iegutas korektas pozicijas var aplukot attela.

Virsotnes 1 un 2 atbilst sakuma simetrizacijas polinomiem, savukart visas parejas virsot-
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nes atbilst sadalijuma Iimeniem, kuru ieguSanas veids ir izsekojams ar bultinam no sakuma
simetrizacijas polinomiem. Attela virsotnu numeracija norada uz to, ka simetrizacijas po-
linomu sadalijumi ar parejiem kartas numuriem tika nobraketi, jo tie neapmierina kadu no
darba aprakstitiem nosacijumiem. Kopuma apstrades laika tika apstradatas 165. dazadu
sadalijuma Iimenu instances. Apstrades laika tika atrasti ar1 4. limena sadalijumi, bet
neviens no tiem nav bijis korekts. Tatad neeksiste 5. pakapes 15 mainigo Bula funkcija ar
jutigumu 15. Katrai attela virsotnei atbilstosu simetrizacijas polinoma sadalijuma Iimeni
var apskatit 3. pielikuma.

Meklejot 2. pakapes 3 mainigo polinomus, 3. pakapes 6 mainigo polinomus un 5.
pakapes 15 mainigo polinomus programma strada gandriz momentani, jo katra gadijuma
apstradajamo poziciju skaits ir loti mazs. Tas skar 5. pakapes 15 mainigo gadijumu tapec,
ka prieks siem parametriem eksiste tikai 8 sakuma polinomi (sk. tab.), no kuriem 6
nevar dot pat korektu 1. Iimena sadalijumu.

Salidzinajumam, 5. pakapes 14 mainigo gadijumam eksiste 247 sakotnejie simetri-
zacijas polinomi. So polinomu apstrade aizném vairak par 3 minutem, ka rezultata tiek
atrasts vairak par 14000 derigu pirma limena sadalijumu, bet atrasto poziciju uzglaba-
Sanai izmantots vairak par 500MB operativas atminas. Cetru stundu laika programma
tiek lidz 4. imena sadalijumu iegusanas no 3. imena sadalijumiem. Autoram nav izdevies
sagaidit, lidz programma pabeidz savu darbibu. Kopuma ir problemas gan ar atrdarbibu,

gan ar atminas resursiem.
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SECINAJUMI

Darba rezultata ir izdevies paradit, ka neeksiste 5. pakapes 15 mainigo Bula funkcijas
ar jutigumu 15. Tomer Sis rezultats ir ieguts ar programmas palidzibu, kas nesniedz
pietiekamu parliecibu par rezultata patiesumu. Butu nepiecieSsams nakotne atrast veidu
so rezultatu pieradit ar formalam metodem.

legutais rezultats nenozime, ka neeksiste 5. pakapes 15 mainigo Bula funkcijas ar
determineto vaicajumu sarezgitibu 15, jo Sadam funkcijam var atbilst art mazaka jutiguma
vertiba. Tomer ar1 iegutais rezultats mums ir interesants.

Darba ir piedavata diezgan speciga metode mus interesejoso Bula funkciju meklesa-
nai, tomer vispariga gadijuma ta vel aizvien nav pietiekami efektiva, lai iegutu rezultatus
patvaligai pakapei un mainigo skaitam. Lidz ar to nav izdevies atrast tadu Bula funkciju,
kura uzlabotu paslaik labako zinamo attalumu starp pakapi un determineto vaicajumu
sarezgitibu vai jutigumu.

Noverojam, ka izstradata datora programma apstradaja 5. pakapes 15 mainigo ga-
dijjumu gandriz momentani, tomer nespeja tikt gala ar 5. pakapes 14 mainigo gadijumu.
Starpiba ir taja, ka eksiste loti maz 5. pakapes 15 mainigo simetrizacijas polinomu ar
jutigumu 15. Pec analogijas vajadzetu meginat atrast un parbaudit citus pakapes un
mainiga skaita parus, kam ir loti maz sakuma poziciju.

Darba pirmaja puse tika analizetas daudzas likumsakaribas starp Bula funkcijas
pakapi, jutigumu un Sai funkcijai atbilstoso simetrizacijas polinomu. Diezgan parsteidzo-
si izradijas, ka gandriz visas apskatitas pakapes likumsakaribas izradijas sliktakas par
visvienkarsako kriteriju deg(p) > deg(p®¥™). Sobrid nelickas lietderigi turpinat meklet
papildus likumsakaribas starp siem Bula funkcijas raksturlielumiem.

Lai gan nodala piedavata optimizacija neskan parliecinosi, tomer butu nepie-
ciesams parbaudit, vai ta neuzlabos Sobrid izmantotas metodes efektivitati.

Lai gan sakotnejos darba merkus nav izdevies sasniegt, tomer ir aprakstitas jaunas
idejas §1 merka sasniegSanai un ir paradits, ka neeksiste 5. pakapes 15 mainigo Bula

funkcijas ar jutigumu 15.
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PIELIKUMI

1. pielikums Izstradatas programmas klasu deklaracijas

Saksim ar Polynomial klasi, kuru izmanto visas klases, kas ir saistitas ar polinomu
apstradi — generesanu, sadalisanu, utt.

St klase satur visu zinamo informaciju par konkreto simetrizacijas polinomu. Mai-
nigais degreeCap satur lielako iespejamo pakapi, kura varetu atbilst simetrizacijas poli-
nomam, savukart mainigais [ikelyDegree satur apaksejo pakapes novertejumu, kas tiek
ieguits ar kadu no darba apskatitam likumsakaribam.

Mainigais variables satur $1 simetrizacijas polinoma mainigo skaitu, bet masiva suna
term/i] satur simetrizacijas polinoma vertibu r[i]. Metode interpolate AndComputePolyno-
mial ka argumentus pienem §1 simetrizacijas polinoma vertibas degreeCap + 1 punktos,
interpole parejas vertibas un saglaba tas masiva term.

Savukart mainigais valid satur informaciju, vai konkretais simetrizacijas polinoms
ir korekts. Piemeram, ja kada no interpolacijas rezultata iegutajam r[k] vertibam nav

n
vesels skaitlis starp 0 un ( ), tad konkretais simetrizacijas polinoms nav korekts.

k

class Polynomial
{
public:
// Arithmetic operations
friend Polynomial operator—(const Polynomial&a, const Polynomial& b);
friend Polynomial operator+(const Polynomial&a, const Polynomial& b);
// Interface to outside
bool isValid () const { return valid; }
int getLikelyDegree () const { return likelyDegree; }
int getDegreeCap() const { return degreeCap; }
int getVariables() const { return variables; }
int getTerm(int id) const { return term[id]; }
bool isConstant () const { return likelyDegree = 0 && variables
bool isZeroPolynomial () const { return likelyDegree — 0 &&
lagrangeNumerator [0] = 0; }
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void printOnScreen () const;

friend class PolynomialFramework;
friend class PolynomialDecomposition;
protected:

Polynomial (int variables , int degreeCap);

// Internal state

bool valid; // can be interpolated as a polynomial of specific degree

int degreeCap;
int likelyDegree;

int minRange, maxRange;

int variables;

int term [VARIABLES + 1];

void interpolateAndComputePolynomial (int maxDegree, int* termIndex, int

* termValue) ;

long long lagrangeNumerator [VARIABLES + 1];

long long lagrangeDenominator;

void interpolateLagrangePolynomial (int maxDegree, int* x, int* y);
void computePolynomialValues(int maxDegree, int* termIndex, int*

termValue) ;

Klase PolynomialFramework mantojas no klases Polynomial un ir paredzeta secigai
pakapes degreeCap un mainigo skaita variables simetrizacijas polinomu generacijai. Sis
klases metode findNextValidPolynomial() atrod kartejo (leksikografiska seciba) simetri-
zacijas polinomu, kas atbilst nepieciesamajiem kriterijiem. Sim nolukam tiek parlasitas
deg(degreeCap) pakapes simetrizacijas polinoma vertibas deg(degreeCap + 1) punktos,
tad tiek interpoleti parejie punkti. Masiva Suna termlindex[i] glabajas i-ta punkta in-
dekss, kura ir fikseta viena no polinoma vertibam minTerm Valuefi] < termValuefi] <

maz Term Valuefij.

l|enum PolynomialType { BASE, LEFT, RIGHT };
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class PolynomialFramework: public Polynomial
{
public:
PolynomialFramework (int degreeCap, int variables, int
minSensitivityBound) ;

PolynomialFramework (const Polynomial& parent, PolynomialType type);

bool findNextValidPolynomial () ;
private:

PolynomialType type;

bool initialized;
void initializeFramework (int minSensitivityBound);

bool increasePolynomialTerms () ;

int termIndex [DEGREE + 1];
int termValue [DEGREE + 1];
int minTermValue [DEGREE + 1];
int maxTermValue [DEGREE + 1];

PolynomialDecomposition klase izmanto ieprieksejas klases, lai generetu visus si-
metrizacijas polinoma sadalijumus divos mazakos polinomos. ST klase inicializacijas laika
atrod visus Sadus sadalijjumus, tai skaita ta sastada vienadojumu sistemu un parbauda,
ka iegutie sadalijumi apmierina darba aprakstitos nosacijumus. Turpmak st klase tiek

izmantota, lai uzglabatu un pieklutu Siem sadalijumiem.

struct PolynomialDecompositionStruct

{

PolynomialDecompositionStruct (const Polynomial& poly)

base (poly)

decompositionCount = 0;

int decompositionCount;

Polynomial base;

23




12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
2
29
30

Q0

31
32
33

vector<PolynomialFramework> left ;

vector<Polynomial> right ;

b

class PolynomialDecomposition

{
public:
PolynomialDecomposition (const Polynomial& base_polynomial);
PolynomialDecomposition (const PolynomialDecomposition& parent ,
PolynomialType type, int state);
~PolynomialDecomposition () {}
const Polynomial& getBase() const { return pd—>base; }
const Polynomial& getLeft (int state) const { return pd—>left [state]; }
const Polynomial& getRight(int state) comnst { return pd—>right [state];
}
int getDecompositionCount () const { return pd—>decompositionCount; }
protected:
void initializeDecomposition (const Polynomial& base_polynomial);
string PolynomialDecomposition :: computePolynomiallD (const Polynomial&
poly) const;
PolynomialDecompositionStruct* pd;
I

Klase PolynomialHierarchy tiek izmantota, lai glabatu un apstradatu simetrizaci-
jas polinomu sadalijuma Iimenus. Klase glaba divus simetrizacijas polinoma blakus sa-
dalijuma Iimenus, kas lauj no augsSeja Iimena secigi generet apaksejo Iimeni. Funkcija

deriveNeztLevel atrod nakamo korekto sadalijuma limeni.

class PolynomialHierarchy

{

public:
PolynomialHierarchy (const Polynomial& base polynomial);
PolynomialHierarchy (const PolynomialHierarchy& base, const

PolynomialHierarchy& base2);

void showDescription () const;
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int hierarchyLength () const { return sequence.size(); };
const PolynomialDecomposition& getSequenceMember (int id) const { return
sequence [id ]; };
bool deriveNextLevel(int initialDegree, int previousInQueue, vector<
pair<PolynomialHierarchy , int> >& queue);
protected:
void initOrder ();
bool satisfiesDegreeRestrictions (int initialDegree, int pos) const;
bool hasFaultyDecomposition;
vector<int> processingOrder;
vector<int> currentState;
vector<const PolynomialDecomposition> sequence;
}s

Klase GaussianElimination tiek izmantota vienadojumu sistemu risinasanai, lai par-

bauditu, ka simetrizacijas polinomu sadalijums ir korekts.

class GaussianElimination

{

public:

GaussianElimination (int variables, int equations);

~GaussianElimination () ;

void addEquation(int* equation, int size);

void addEquation(vector<int> equation);

void solve () ;
bool hasNoSolutions () ;

void printOnScreen () ;

private:

int variables;

int equations;

int triangleSize;

int initializedEquations;

int system ;

bool noSolutions;
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void applyGcedToAllEquationsBelow (int belowEquation);

void normalizeSignsInColumns (int belowEquation, int column);

int findEquationWithSmallestValueInColumn (int belowEquation, int column
)

void swapEquations(int a, int b);

void swapColumns(int a, int b);

void substractEquationsFromSystem (int equationld);

bool isSatisfiedByIntegerValues();
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2. pielikums Dazi izstradatas programmas pirmkoda fragmenti

Sekojosas divas Polynomial klases metodes interpole simetrizacijas polinomu no deg-
reeCap + 1 punktiem, aizpilda masivu term ar iegutam polinoma vertibam visos punktos

un parbauda, ka $is polinoms ir korekts.

// mazxDegree == mazx allowed degree of the particular symmetrization
polynomial
void Polynomial::interpolateLagrangePolynomial (int maxDegree, int* x, int*

y)

memset (lagrangeNumerator , 0, sizeof(long long) * (variables + 1));

lagrangeDenominator = 1;

long long* tmp = new long long|[maxDegree + 1];
for (int j = 0; j < maxDegree + 1; ++j)
{

long long currentDenominator = 1;
memset (tmp, 0, sizeof(long long) * (maxDegree + 1));
tmp [0] = 1;

int currentDegree = 0;

for (int m = 0; m < maxDegree + 1; ++Hm)

{
if (m = j) continue;
currentDenominator *= (x[j] — x[m]);
for (int i = ++currentDegree; i > 0; —1i)
{
tmp[i] = tmp[i] * (=x[m]) + tmp[i — 1];
}
tmp [0] *= (—x[m]);
}

currentDenominator *= cnk|[variables][x[j]];

* currentDenominator

long long tmpDenominator = lagrangeDenominator
/ ged(lagrangeDenominator, currentDenominator);

for (int i = 0; i < maxDegree + 1; ++i)

{
lagrangeNumerator [i] = lagrangeNumerator[i] * (tmpDenominator /
lagrangeDenominator) + tmp[i] * y[j] * (tmpDenominator /
currentDenominator) ;
¥
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lagrangeDenominator = tmpDenominator;
}
while (maxDegree > 0 && lagrangeNumerator [maxDegree] = 0)
{
—maxDegree;
}
this—>likelyDegree = maxDegree;
delete [| tmp;
}
// mazDegree == the amount of data the acquired polynomial is based on
void Polynomial :: computePolynomialValues (int maxDegree, int* termIndex, int
* termValue)
{
for (int i = 0; i < variables + 1; ++i)
{
long long tmp = 1, res = 0;
for (int j = 0; j < likelyDegree + 1; ++j)
{
res += tmp * lagrangeNumerator[]j];
if (j != likelyDegree)
{
tmp = tmp * i;
}
}
res *= cnk|[variables][1i];
valid = valid && (res % lagrangeDenominator = 0);
res /= lagrangeDenominator;
valid = valid && res >= minRange * cnk[variables][i] && res <=
maxRange * cnk[variables][i];
term[i] = res;
if (!valid) return;
}
}
Nakama funkcija parbauda pakapju nosacijumu izpildiSanos viena simetrizacijas po-
linoma sadalijuma Iimena ietvaros.
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bool PolynomialHierarchy :: satisfiesDegreeRestrictions (int degreeCap, int

pos) const

int pos_map = processingOrder [pos];
int posBits = getAmountOfBitsInInteger (pos_map) ;

Polynomial res = (pos_map % 2 = 0 ?

sequence [pos_map / 2].getLeft(currentState[pos_map / 2])
sequence [pos_map / 2].getRight(currentState [pos_map / 2]));

for (int tmp pos = 0; getAmountOfBitsInInteger (processingOrder [tmp_ pos

]) < posBits; ++tmp_ pos)

if (!firstSetIsSubsetOfSecondSet (processingOrder [tmp_pos],
processingOrder [pos]))

continue;
¥
pos_map = processingOrder [tmp_pos];
if (getAmountOfBitsInInteger (pos_map) % 2 = posBits % 2)

{
res = res + (pos_map % 2 =0 ?
sequence [pos_map / 2].getLeft (currentState [pos_map / 2])
sequence [pos_map / 2].getRight(currentState [pos_map / 2]));

else

res = res — (pos_map % 2 =0 ?
sequence [pos_map / 2].getLeft (currentState [pos_map / 2])
sequence [pos_map / 2].getRight(currentState [pos_map / 2]));

}

if (!res.isValid()) return false;

if (degreeCap >= posBits)

return res.getLikelyDegree () <= degreeCap — posBits;

else

return res.isZeroPolynomial () ;
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Funkcija substractPolynomials izmanto pieejamas klases, lai generetu visus sakot-
nejos simetrizacijas polinomus, katru no tiem meginot sadalit sikakos polinomos un par-
baudot, ka starp blakus sadalijumu Iimeniem izpildas nosacijumi, kas ir aprakstami ar

vienadojumu sistemu.

void substractPolynomials(int degreeCap, int variables, int

minSensitivityBound)

vector<pair<PolynomialHierarchy , int> > queue;
vector<int> hierarchyVariables;

vector<bool> correctHierarchy;

int hierarchyProgress;

int currentVariables = variables;

for (int degree = degreeCap; degree > —1; —degree)
{
PolynomialFramework p(degree, variables, minSensitivityBound);
while (p.findNextValidPolynomial())
{
//p.printOnScreen () ;
PolynomialHierarchy ph(p);
queue . push_back (make_pair(ph, —1));
correctHierarchy .push_back(true);

hierarchyVariables.push_back(currentVariables);

hierarchyProgress = queue.size();

printf(”Done generating\n”);

for (int i = 0; i < queue.size(); ++i)
{
printf (?\r%d/%d\r”, i, queue.size());
if (i = hierarchyProgress)
{
—currentVariables;
for (int id = i; id < queue.size(); ++id)
{
correctHierarchy .push_back(true);

hierarchyVariables.push_back(currentVariables);
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34
35
36
37
38
39

40

41
42
43
44
45
46
47

48
49
50
o1
52
53
o4
95

56
o7
o8
59
60
61

62

63

}
for (int rootid = i — 1; rootid > — 1; —rootid)
{

if (!correctHierarchy|[rootid]) continue;

vector<int> descendants;

for (int candidate = rootid + 1; candidate < queue.size ();
++tcandidate)
if (queue[candidate].second = rootid &&

correctHierarchy [candidate])

descendants.push_back(candidate);

}
// gauss

const PolynomialHierarchy& root = queue[rootid]. first;
const int var = hierarchyVariables[rootid ];
GaussianElimination gauss(descendants.size(), 2 * var *
root . hierarchyLength () + 1);
// sum
vector<int> sum;
for (int i = 0; i < descendants.size(); ++i)
sum. push_back (1) ;
sum. push_ back (var);
gauss .addEquation (sum) ;
// for each of the root polynomials
for (int rootEquationld = 0; rootEquationld < root.
hierarchyLength (); ++rootEquationld)
{
// for 0
for (int k = 0; k < var; ++k)
{
vector<int> equation;
for (int descendant = 0; descendant < descendants.

size (); +t+descendant)
equation .push_back (queue[descendants[descendant
]]- first .getSequenceMember (rootEquationId *
2).getBase () .getTerm(k));
equation .push_back ((var — k) * root.
getSequenceMember (rootEquationId) . getBase () .
getTerm (k) ) ;
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64
65
66
67

68

69

70
71
72
73
74
75
76
7

78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

gauss .addEquation (equation ) ;

equation . clear () ;
for (int descendant = 0; descendant < descendants.
size (); ++descendant)
equation .push_back (queue[descendants[descendant
]]- first . getSequenceMember (rootEquationId *
2 + 1).getBase().getTerm(k));
equation.push_back ((k + 1) * root.getSequenceMember
(rootEquationld).getBase().getTerm(k + 1));

gauss.addEquation (equation ) ;

}

gauss.solve () ;
if (gauss.hasNoSolutions())
{
correctHierarchy [rootid] = false;
for (int descendant = 0; descendant < descendants.size
(); ++descendant)

correctHierarchy [descendants[descendant]] = false;

}

hierarchyProgress = queue.size ();

if (correctHierarchy[i])

{

bool hierarchylsCorrect = true;
for (int tmp = i; tmp != —1;)

{

if (!correctHierarchy [tmp])

{

hierarchyIsCorrect = false;
break;
}
tmp = queue [tmp].second;
}
correctHierarchy[i] = hierarchyIsCorrect;
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98

99 if (!correctHierarchy[i]) continue;

100 PolynomialHierarchy ph = queue[i]. first;

101

102 int len = queue.size ();

103 while (ph.deriveNextLevel(degreeCap, i, queue)) {}
104 if (queue.size() — len > 0 || hierarchyVariables[i] = 0)
105 {

106 int tmp = i;

107 for (; tmp != —1;)

108 {

109 if (tmp != i) printf(” — 7);

110 printf(”%d”, tmp);

111 tmp = queue [tmp]. second;

112 }

113 printf(” (%d)\n”, queue.size() — len);

114 //ph.showDescription ();

115 } else

116 {

117 correctHierarchy[i] = false;

118 }

119 }

120 printf(”?\nTotal positions processed: %d\n”, queue.size ());
121] }
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3. pielikums Simetrizacijas polinomu sadalijumi, kas tiek iegiiti, meklejot 5.

pakapes 15 mainigo Bula funkciju

10:
r0:
rl:
12:
r0:
rl:
13:
r0:
rl:
14:
r0:
rl:
24:

r00:
r01:
r10:
rll:

27:

r00:
r01:
r10:
rll:

32:

r00:
r01:
r10:
r1l:

33:

r00:
r01:

[0, 15, 104,
1]

[0, 15, 105,

0, 1]

[0, 14, 90,
[1, 14, 55,
[0, 14, 91,
[1, 14, 58,
[0, 14, 91,
[1, 14, 57,
[0, 14, 91,
[1, 14, 56,
[0, 13, 78,
[1, 13, 48,
[1, 13, 48,
[1

—_ =

271,

280,

280,

315,

51,

126,

400,

490,

2163,

2205,

4272,

4605, 2952, 1085, 184, 1, 0,

4230, 4515, 2877, 1050, 175, O,

216, 204, 36, 252, 1176, 2016, 1854, 986, 288, 36, 0, 0]
76, 15, 148, 987, 2256, 2751, 1966, 797, 148, 1, 0, 1]

222, 213, 12, 126, 924, 1722, 1638, 887, 262, 33, 0, 0]
102, 114, 364, 1281, 2508, 2877, 1990, 788, 142, 0, 0, 1]

223, 222, 48, 210, 1050, 1848, 1722, 923, 271, 34, 0, 0]
2382, 2793, 1954, 779, 141, 0, 0, 1]

93,

224,

84, 42,

175,
66,
66,

78,

231,

280,

84,

196,

156,

18,

30,
30,

126,
126,

1155,

294,
1029,

84,
588,
588,

1176, 1974, 1806, 959, 280, 35, 0, 0]
2256, 2709, 1918, 770, 140, 0, 0, 1]

462, 720, 561, 238, 51, 4, 0]
1128, 1161, 685, 220, 30, 0, 0]
1128, 1161, 685, 220, 30, 0, 0]

9, 27, 48, 154, 567, 1254, 1632, 1269, 559, 111, 0, 0, 1]

13, 78, 175, 157, 26, 112, 518, 790, 617, 266, 59, 5, 0]
13, 48, 65, 22, 98, 532, 1058, 1105, 657, 212, 29, 0, 0]
13, 49, 74, 58, 182, 658, 1184, 1189, 693, 221, 30, 0, 0]
8, 19, 20, 98, 497, 1198, 1604, 1261, 558, 111, 0, 0, 1]

13,
13,

78,
49,

175,
74,

157,

58,

182,

26,

658,

112,

518,
1184,

790,
1189,

617,
693,

266,
221,

59,
30,

5, 0]
0, 0]

13, 48, 65, 22, 98, 532, 1058, 1105, 657, 212, 29, 0, 0]

8,

19,

20,

98,

497,

1198,

1604, 1261, 558, 111, 0, 0, 1]

13, 78, 176, 165, 54, 168, 588, 846, 645, 274, 60, 5, 0]
13, 48, 66, 30, 126, 588, 1128, 1161, 685, 220, 30, 0, 0]
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35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
95
o6
57
58
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

rl10:
rll:
74:

r000:
r001:
r010:
r011:
r100:
r101:
r110:
r1l1l:

75:

r000:
r001:
r010:
r011:
r100:
r101:
r110:
r11l:

79:

r000:
r001:
r010:
r011:
r100:
r101:
r110:
r11l:

84:

r000:
r001:
r010:
r011:
r100:
r101:
r110:
r111l:

85:

[1

[1, 8, 18, 12, 70, 441, 1128,

)

13, 48, 66, 30, 126, 588,

12, 66, 135, 109, 8, 28, 182, 250, 164, 58, 11, 1]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
9, 26, 40, 98, 322, 644, 736, 485, 173, 26, 0, 0]
12, 40, 47, 10, 56, 280, 470, 397, 180, 40, 3, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
1, 8, 56, 245, 610, 896, 784, 386, 85, 0, 0, 1]

12, 66, 135, 109, 8, 28, 182, 250, 164, 58, 11, 1]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]

12, 41, 56, 46, 140, 406, 596, 481, 216, 49, 4, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
8, 17, 4, 14, 196, 518, 652, 449, 164, 25, 0, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
1, 8, 56, 245, 610, 896, 784, 386, 85, 0, 0, 1]

12, 66, 135, 112, 28, 84, 266, 320, 192, 58, 7, 0]
12, 41, 53, 26, 84, 322, 526, 453, 216, 53, 5, 0]
12, 41, 53, 26, 84, 322, 526, 453, 216, 53, 5, 0]
7, 13, 4, 42, 266, 602, 708, 469, 167, 25, 0, 0]
12, 41, 53, 26, 84, 322, 526, 453, 216, 53, 5, 0]
7, 13, 4, 42, 266, 602, 708, 469, 167, 25, 0, 0]
7, 13, 4, 42, 266, 602, 708, 469, 167, 25, 0, 0]
5, 8, 28, 175, 526, 840, 764, 383, 85, 0, 0, 1]

12, 66, 135, 109, 8, 28, 182, 250, 164, 58, 11, 1]
12, 41, 56, 46, 140, 406, 596, 481, 216, 49, 4, 0]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48,
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172,
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208,
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172,
8, 17, 4, 14, 196, 518, 652, 449, 164, 25, 0, 0]
1, 8, 56, 245, 610, 896, 784, 386, 85, 0, 0, 1]
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1128, 1161, 685, 220, 30, 0, 0]
1548, 1233, 550, 110, 0, 0, 1]




74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

r000:
r001:
r010:
r011:
r100:
r101:
r110:
r11l:

89:

r000:
r001:
r010:
rO11:
r100:
r101:
r110:
o

12, 66, 136, 116, 29, 63, 217, 271, 171, 59, 11, 1]
12, 40, 49, 25, 105, 371, 575, 474, 215, 49, 4, 0]
12, 40, 49, 25, 105, 371, 575, 474, 215, 49, 4, 0]
8, 17, 5, 21, 217, 553, 687, 470, 171, 26, 0, 0]
12, 40, 49, 25, 105, 371, 575, 474, 215, 49, 4, 0]
8, 17, 5, 21, 217, 553, 687, 470, 171, 26, 0, 0]
8, 17, 5, 21, 217, 553, 687, 470, 171, 26, 0, 0]
1, 7, 49, 224, 575, 861, 763, 379, 84, 0, 0, 1]

12, 66, 136, 117, 36, 84, 252, 306, 192, 66, 12, 1]

12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
12, 40, 48, 18, 84, 336, 540, 453, 208, 48, 4, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]
8, 18, 12, 42, 252, 588, 708, 477, 172, 26, 0, 0]

0, 0, 28, 189, 540, 840, 756, 378, 84, 0, 0, 1]
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