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ANOTACIJA

Saja darba tiek pétiti vaicajosie algoritmi. Sanemot Biila funkciju ar nezinamam
argumentu vertibam, vaicajosais algoritms katra darbibas soli drikst uzzinat par jebkuru vienu
no $Tm vertibam. NepiecieSams noteikt $1s funkcijas rezultatu, izmantojot mazako iesp&jamo
solu skaitu. Sim mérkim nepiecie$amo solu skaitu sauksim par algoritma sarezgitibu un darba
tam pieversisim IpasSu uzmanibu. Algoritmu sarezgitibas novértéjumam apskatiti ari funkcijas
jutigums un polinoma simetrizacijas metode. Tiek pétitas Bula funkcijas, kuram kvantu
vaicajosa algoritma sarezgitiba ir mazaka par determinéta vaicajosa algoritma sarezgitibu.
Darba rezultata piedavatas vairakas idejas $ada veida funkciju iegtianai. Tai skaita paradits,
ka funkciju atraSanu noreducét 1idz konstantas maksas maksimalas plusmas mekl&Sanai grafa.

Atslégvardi: vaicajosais algoritms, kvantu mehanika, Biila funkcija, polinoma

simetrizacijas metode, funkcijas jutigums, pliismas grafs.



ABSTRACT

This work provides a research on query algorithms. Given a Boolean function with
unknown argument values the query algorithm can acquire any single one of values per
execution step. The goal is to determine the result of the function using the least possible
amount of execution steps. We define algorithm complexity as the amount of required
execution steps and proceed to examine this concept thoughtfully. In order to approximate the
complexity we provide an insight into function sensitivity and polynom symmetrization
method. We research functions for which the quantum query algorithm requires smaller
amount of questions then deterministic query algorithm. As a result of this work several
approaches are offered for search of such functions, including the way to convert this task into
solving constant cost maximum flow in a network.

Keywords: query algorithm, quantum computing, Boolean function, polynom

symmetrization method, function sensitivity, flow network.
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APZIMEJUMU SARAKSTS

Dom(f) — funkcijas f definicijas apgabals.

Ran(f) — funkcijas f vertibu apgabals.

Visur defineta funkcija — jebkura funkcija f , kurai izpildas ipasiba
vxeDom(f)3dyeRan(f)e f(x)=y.

Kortezs — sakartota viena veida elementu virkne.

Monoms — vairaku mainigo reizinajums.

Disjunktiva normalforma — disjunkcija, kura sastav no dazadu mainigo vai to negaciju
konjunkcijam (elementarajam konstrukcijam).

Grafs — paris G = (V, E), kas sastav no virsotnu kopas V un skautnu kopas E . Katra
no Skautném ir kopas V divu elementu liela apakskopa un apzime to, ka $is virsotnes sava
starpa ir savienotas.

Orientéts grafs — paris G = (V, E), kas sastav no virsotnu kopas V un skautnu kopas

E . Katra no Skautném ir kopas V divu elementu sakartots kortezs un apzime to, ka no pirmas
korteza virsotnes iet vienvirziena cel$ uz otro.

Sverts grafs — grafs, kura katrai no Skautném papildus ir noteikts skaitlisks
raksturlielums, pieméram — cena, garums vai caurlaidiba.

Rijigs algoritms — algoritmu sauksim par rijigu (greedy), ja katra soli tiek izdarita Saja

laika momenta lokali optimala izv€le.



IEVADS

Algoritmu sarezgitiba ir teorétisko datorzinatnu nodala, kas p&ta dazadu skaitlo$anas
uzdevumu atrisinasanai nepieciesamo resursu patérinu. Vairums algoritmu darbojas ar
mainiga garuma ievaddatiem, tapéc visbiezak $o algoritmu sarezgitibu var izteikt ka
uzdevuma risinajuma patércta laika vai atminas atkaribu no ievaddatu apjoma. Tomér ne
visiem algoritmiem ir iesp&jams sniegt Sadu novert€jumu. Piemeéram, eksiste skaitloSanas
uzdevumi, kuri tiek klasificéti ka ,,NP-pilni” — tiem nav zinama risinajuma, kurs uzdevuma
atbildi macétu atrast polinomiala laika.

Lai prastu atrisinat un analizet lielaku uzdevumu klastu, biezi vien ir noderigi izpetit

vieglaku uzdevumu risinjumus. Saja darba apskatisim sekojo$u uzdevumu: dota Biila
funkcija f :{0,1}" — {0,1}, kuras argumentu vértibas sakuma nav zinamas. Katra algoritma

izpildes soli mé&s drikstam uzzinat viena funkcijas argumenta vertibu. Ir nepiecie$ams
noskaidrot funkcijas rezultatu, uzdodot péc iesp&jas mazaku jautajumu skaitu.

ST uzdevuma iesp&jamo risinajumu analizei izmantosim determinéto un kvantu
vaicajosos algoritmus. Darba merkis ir atrast un izpétit tadas Bila funkcijas, kuram kvantu
vaicajo$a algoritma sarezgitiba ir labaka par determinéta vaicajosa algoritma sarezgitibu.
Savukart par vaicajosa algoritma sarezgitibu sauksim mazako iesp&jamo solu skaitu funkcijas
vertibas noteikSanai sliktakaja gadijuma, tas ir — ja uz masu jautajumiem speciali dos tadas
atbildes, kas novilcinas bridi, kad més macésim viennozimigi noteikt funkcijas rezultatu.

Darba pirmaja nodala pieversisim uzmanibu Biila funkcijam un iemacisimies tas
parveidot par tam atbilstoSiem polinomiem. Apskatisim ar1 tadus jédzienus ka funkcijas
jutigums un polinomu simetrizacijas metode.

Otraja nodala iepazisimies ar vaicajoSiem algoritmiem, klasific€jot tos divas grupas —
determingti vaicajosie algoritmi un kvantu vaicajoSie algoritmi. Sniegsim priekSstatu par
kvantu mehaniku un analizésim pastavosas sakaribas starp determinéto vaicajoso algoritmu
sarezgitibu, kvantu vaicajoso algoritmu sarezgitibu un funkcijas jutigumu.

TreSaja nodala apskatisim jau zinamas funkcijas, kuras atbilst mis interes€josu funkciju
aprakstam, bet ceturtaja dala piedavasim vairakus panémienus $ada veida sarezgitaku funkciju
mekl&Sanai.

Darba gaita iegiitos rezultatus apkoposim ceturtaja nodala. Savukart tai sekos
secinajumu nodala, kura novértésim darba paveikto un méginasim izvirzit nakotnes p&tijjumu

meérkus.



1. BULA FUNKCIJAS UN POLINOMI

1.1. Bula funkcijas jedziens

Par Biila funkciju sauc visur definétu n argumentu funkciju f : {0,1}" —{0,1}, kur n ir
vesels nenegativs skaitlis. Biila funkciju var aprakstit ar vértibu tabulas palidzibu vai Biila
logikas formulas veida, kas sastav no logiskiem mainigajiem un logiskam operacijam.

Pieméram, apskatisim Biila funkciju f(x,, X,, X3) = (X, A X,) v (=X, A X;) . So formulu
varam aprakstit arT ar vértibu tabulas palidzibu (skat. 1.1.1. tab.), kur katram funkcijas vértibu
kortezam ir dota funkcijas rezultata vertiba.

1.1.1. tabula

Biila funkcijas (X, X,, X;) = (X A X,) v (=X A X;) vertibu tabula

x
s

x
N

x
o5

(X, X, %)
0

PRl ,lolololo
Rl Rklololkr| oo
Rlo|lr|lolr|lolrlo
Rl Rlolo|lk| ok

Pastav a =2" dazadi veidi izvéleties funkcijas argumentu korteZzu no n vertibam {0,1},
savukart katram argumentu kortezam ir b = 2 iespgjas izveleties tam attiecigo funkcijas
vértibu — 0 vai 1. Tatad katram n eksisté tiesi b® = 2% dazadas n argumentu Biila funkcijas.

Turpmak darba Biila funkcijas f(x;, X,, ..., X,) argumentus X, X,, ..., X, sauksim ar1

par funkcijas ievaddatu bitu virknes x bitiem ar kartas numuriem 1, 2, ..., n.
1.2. Fiktivi mainigie Bula funkcijas

Definicija. Bala funkcijas f(x;, X,, ..., X,) mainigais X; ir batisks, ja eksist¢ tadas

argumentu X, ..., Xy, X4, ..., X, vertibas, kuram f(x, ..., X, ;, 0, X 0 X,)#

i+17

= (X, 0 Xi0o L Xiuqs -0 X)) - Citadi mainigo sauksim par fiktivu.



Apskatisim n argumentu Biila funkciju f(x,, X,,....X,) ==X A (X, V=X,) A
A (X3 Vv —=X3) A A (X, Vv X, ). Acimredzams, ka X,, X, ..., X, ir fiktlvi mainigie, jo to vertibas
nekada veida neietekmé funkcijas rezultatu. Tapec $o funkciju var saisinat lidz pierakstam
f (X, X,,...,X,) ==X, vaipat f(x)=-—x .Lidzigi varam rikoties ar jebkuru ieprieks zinamu
funkciju — izmest no formulas visus fiktivos mainigos jeb izsvitrot o mainigo stabinus Biila

funkcijas veértibu tabula.

Turpmak darba pielausim, ka visas apskatitas Biila funkcijas satur tikai butiskus

mainigos.
1.3. Funkcijas jutigums

Dota bitu virkne x € {0,1}" un kopa B < Z, (kopu B m&dz saukt arT par bloku). Ar x®
apzimésim bitu virkni, kuras bits ar kartas numuru i ir vienads ar X_I ,ja 1 € B, citadi S$is bits
ir vienads ar X;. Savukart ar X' apzimésim bitu virkni X, kurai tikai i -tais ir pamainits uz
pret&jo vertibu.

Definicija. Attieciba uz patvaligu Biila funkciju f :{0,1}" —{0,1} un x € {0,1}" saka,
ka B — Z, ir bitu virknes x jutiguma bloks, ja f(x®)# f(X). Defingsim bs (f) ka lielako
d, kuram eksisté d savstarpgji neskelosies bloki B, ..., B, € Z,, visi no kuriem ir bitu
virknes x jutiguma bloki [1].

Definicija. Par funkcijas f bloka jutigumu bs(f) sauksim lielako no visu funkcijas f
ievaddatu virknu X bloka jutigumiem: bs(f) = max, bs, (f) [1].

Definicija. Definésim funkcijas f jutigumu s(f) ka §is funkcijas f bloka jutigumu
bs(f), kuram papildus ir ierobezojums, ka visu izmantoto bloku izméri ir 1, tas ir —
Vie|B,|=1[1].

Piemérs. Biila funkcija f ka argumentu sanem n = 4k?*garu bitu virkni, kura sastav no
2k blokiem pa 2k mainigajiem katra. Bloks ar kartas numuru i sastav no mainigo virknes
Xy, iayz2k -+ Xigk - FUNKCija f ir definéta ta, ka f(x) =1 tad un tikai tad, ja eksist€ vismaz
viens bloks B, , kura diviem secigiem mainigajiem ir vertiba 1, bet visu pargjo 2k —2
mainigo vertiba ir 0. Apskatisim funkcijas f jutigumu s(f) un bloka jutigumu bs(f) [2]:

v' funkcijas f jutigums ir s(f) =2k . Sis noveértgjums ir ieglistams gadijuma, kad

katrs no 2k blokiem apmierina funkcijas prasibas — tas ir, katra no blokiem ir



tiesi divi blakus stavosi mainigie ar vertibu 1, bet visu paréjo mainigo vertiba ir
0. Lai nomainttu funkcijas vértibu no 1 uz 0, katra no 2k blokiem jebkura
mainiga vertibu ir japamaina uz pretgjo;

v' funkcijas f bloka jutigums ir bs(f) = 2k?. Sadu novértgjumu iegiistam, kad
visi 4k® mainigie ir vienadi ar 0. Varam izvéleties 2k’ blokus B, € {2i -1, 2i}
pie ie {1, 2,..., 2k? }, kuri sava starpa neskelas un katrs no kuriem apraksta divus

secigus elementus. Pieskirot vieninieka bitus jebkuru divu elementu vertibam ar

sadiem kartas numuriem, funkcijas vertiba mainas no 0 uz 1.

Teoreéma 1. Jebkurai funkcijai f : {0, 1}“ — {0,1} izpildas likumsakariba
s(f)<bs(f)<n [2].

Pieradijums. Ta ka funkcijas jutiguma bloku definicijas ietvaros aprakstitas kopas B;
nedrikst savstarp&ji Skelties, tatad — katrs no n mainigajiem ir sastopams ne vairak ka viena
bloka, tad vienmér izpildisies ipasiba bs(f) < n. Savukart no funkcijas jutiguma definicijas
acimredzami seko ipasiba s(f) <bs(f), jo s(f) ieguistams ir ka viens no bs(f)
specialgadijumiem.

Teoréma 2. Jebkurai funkcijai f :{0,1}" —{0,3},ja f(0)=0 un f(x)=1 pie =1,
tad izpildas 1pasiba s(f)=n [2].

Pieradijums. So novérojumu iegiistam no funkcijas bloka jutiguma definicijas
gadijuma, kad x={0}", d =n un Vie{l, 2,..,d}eB, ={i}. Sis ievaddatu bitu virknes bloka
jutigums pie noradita bloku izkartojuma ir vienads ar n, un tas ir lielakais iesp&jamais bloka

jutigums.
1.4, Biila funkcijai atbilstoSais vairaku mainigo polinoms

Sis nodalas mérkis ir aprakstit polinoma biivésanas algoritmus prieks patvaligas Biila
funkcijali, lai pie vienadiem ievaddatiem uzbtivéta polinoma un sakotngjas Biila funkcijas
rezultati butu vienadi. Tatad iegttais polinoms lidzigi sakotngjai funkcijai izmantos mainigos
ar vertibam no definicijas apgabala {0,1} un atgriezis rezultatu no vertibu apgabala {0,1}.
Toties atskiriba no Bila funkcijas formulas, kas oper¢ ar logiskiem mainigajiem un
operacijam, polinoms stradas ar aritmétiskiem mainigajiem un operacijam.

Saksim ar funkcijas pakapes un polinoma pakapes definicijam, tad apskatisim divas

dazadas metodes polinoma iegiiSanai no dotas funkcijas.
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1.4.1. Bila funkcijas un polinoma pakapju jedzieni

Definicija. Monoma pakape ir So monomu sastadoso reizinataju pakapju summa.

Piemérs. Monoma xy jeb x'y* pakape ir 1+1=2, bet monoma z*tw* pakape ir
4+1+2=7.

Definicija. Polinoma pakape ir vienada ar lielako no monomu pakap&m, no kuriem
sastav $is polinoms.

Piemérs. Polinoma xy + z* pakape ir 3, bet polinoma z*tw? + xy pakape ir 7.

Lemmal. p,q:R" — R ir vairaku mainigo polinomi ar pakapi, kas neparsniedz d . Ja
p(x) =q(x) visiem x{0,1}" ar [x|<d, tad p=q [2].

Ne $1s lemmas seko, ka katrai funkcijai var atbilst tikai viens vairaku mainigo polinoms.

Definicija. Polinoms p:R" — R reprezenté funkciju f : {0, 1}" —{0,1}, ja
p(x) = f(X) prieks visam ievaddatu virkném X e {0, 1}” .

Definicija. Par funkcijas f pakapi deg(f) sauc pakapi tam vairaku mainigo

polinomam, kur§ reprezenté $o funkciju.

1.4.2. Polinoma iegiiSana, izmantojot Biila funkcijas vertibu tabulu

Apskatisim funkcijai atbilstoSo veértibu tabulu. Veértibu tabula apraksta visus iesp&amos
n argumentu kortezus, un katram no tiem atbilst funkcijas rezultats — 0 vai 1.

Veidojot polinomu no vértibu tabulas, apskatisim katru no tabulas argumentu
korteziem:

v' ja kortezam atbilstosais funkcijas rezultats ir 1, tad no $1 korteZa uzbiivéjam un
pieskaitam polinomam tadu n mainigo monomu, kas biis vienads ar 1 tad un
tikai tad, ja katra no monoma mainigo vértibam biis vienada ar attiecigo vértibu
argumentu korteza, — pret&ja gadijuma ST monoma vertibai jabiit vienadai ar 0;

v' ja kortezam atbilsto$ais funkcijas rezultats ir 0, tad polinoma to neieklaujam.

Lai uzbtivétu monomu no argumentu korteza ar funkcijas rezultatu 1, rikojamies
sekojosi:

v" monoma sakuma vértiba ir 1;

v' katram korteza elementam X; =0 — monomam piereizinam izteiksmi (1—-X;);

v" katram korteza elementam X; =1 — monomam piereizinam mainigo X;.

Rezultata iegiistam mekl&to polinomu. Ta ka visi argumentu kortezi ir dazadi, $aja

polinoma nevar bt divu tadu monomu, kuru veértibas varétu vienlaicigi bt vienadas ar 1.
11



Piemérs. 1.1. nodala minétas Bila funkcijas f (X, X,, X;) = (X, A X,) Vv (=% A X5)
polinoms izskatas sekojosi:
Pe (X, Xy, X3) = (@ =X )X (X—X,) x Xg 4+ (L= X)X Xy X Xg + X, X X, X (L= X5) + X XX, X Xg =
= (X3 = Xo X3 = Xy X3 + X, X X3) + (Xp X3 = XX X3) + (X, Xp = Xy X, X5) + Xy X, X =

= X, + XX, — X X5.
1.4.3. Polinoma iegiiSana, vadoties péc ta vispariga veida formulas

Mgeginasim ieprieksgjas nodalas rezultatu iegit ar citu polinoma biivéSanas panémienu.
Izmantojot funkciju no 1.1. nodalas, ieguvam 3 mainigo polinomu ar pakapi 2. Vispariga
veida n mainigo polinoms ar pakapi k var tikt izteikts veida:

Pr(Xps Xy, 00 X) =Cg +Ciy Xy +Cppy Xy o+ Cy 3 Xy + Crp Xy + C n Xy Xy +Cp gy Xy X+t

+CrnampXnaXy Tt Cp 3 X Xoo X +Cppp iy X Xo Xpg o+ Cry i nokez,nennp Kook Xnokaz = Xnoa Xy -
Lai atrastu §1 polinoma koeficientus, secigi apskatisim funkcijas argumentu kortezus

vieninieka bitu skaita picaugsanas seciba:
v" no sakuma n vértibu kortezu, kas sastav tikai no nullém;
v’ tad visus n veértibu kortezus, kuri satur tiesi vienu vértibu 1;
v’ tad visus n vértibu kortezus, kuri satur tiesi divas vértibas 1, utt.
Atradisim visus polinoma koeficientus péc indukcijas:
v' baze: ja n nullu kortezam atbilst funkcijas vertiba 0, tad ¢, =0, citadak c, =1;
v’ pareja: apskatam n vertibu kortezu ar precizi i vieniniekiem; meklgjot
polinoma koeficientu i -tas pakapes monomam, més jau zinasim Visus polinoma
koeficientus priek§ monomiem ar pakapi mazaku par i ; m&s vienmér zinam ari
pasam kortezam atbilstoSo funkcijas vertibu; visi monomi ar pakapi lielaku par i
biis acimredzami vienadi ar nulli, ka arf tikai viens monoms ar pakapi i
nelidzinasies nullei — tadgjadi viennozimigi varam uzzinat §im i vieninieku
korteZzam atbilstoSo polinoma koeficientu.
Piemérs. Apskatisim §1 panémiena pielietojumu 1.1. nodala mingtai Bila funkcijai
FOX %o, X5) = (X A X) Vv (=X A X))
v f(0,0,0)=0, tapéc ¢, =0;
v £(1,0,0)=0un p;(L0,0)=cy+CypX, =0+Cpy =Cpy, UN
f(1,0,0)=p;(L0,0), tapec ¢y, =0;
v' 1(0,1,0)=0 un p,(0,10) =Cy +C»X, =C, un (0,1,0) = p( (0,1 0), tapec

Cy = 0:
12



v' 1(0,0,1)=1un p(0,0,1) =Cy +Cz5X; =Cey Un f(0,0,1) = p;(0,0,1), tapec
Cy =1;
v f(@L0)=1un p;(L10)=Cy+CryX, +CipX, +CizXg +Cy n XX, =
=1x X3 +Cy n XX, =Cy . Un F(,1,0)=p; (L1 0), tapec Cy, =1;
v (L 0,1)=0un p(L 0,1) =Cy +CryX; +CinXy +CizyXg +Cpyn X Xy =
=1x X3 +Cpy XX =1+ Cpy, Un (10,1 =p, (L 0,1), tapec cy 4 =-1;
v (0,1 =1un p(0,1,1) =Cy +CpyX, +CrpX, +Ciz X5 +Cpp XX =
=1x X3 +CryX,X; =1+Cp, 5 Un F(0,1,1) = p,(0,1,1), tapec Cp, 5 =0.
Ieguvam atbildi
Ps (X1, X5, X3) =0+ 0%, + 0%, +1X, +1X, X, —1X X5 +0X, X3 = X; + X X, — X;X;. Tatad ar abam
apskatitam polinoma iegiiSanas metodém tika uzbtivéts viens un tas pats polinoms, kas atbilst
sakotngjai funkcijai.

1.5. Simetriskas Biila funkcijas un polinomu simetrizacijas metode

Definicija. Simetriska Biila funkcija ir Bila funkcija, kuras vertiba ir atkariga tikai no
vieninieka bitu skaita tas ievaddatu bitu virkné.

Turpmak vieninieka bitu skaitu virkné X apzim&sim ar |X| .

Piemérs. DaZas no simetriskam funkcijam [2]:

v OR, (x) =1 tad un tikai tad, ja [x| >1;
v' AND, (x) =1 tad un tikai tad, ja [ =n;
v PARITY, (x) =1 tad un tikai tad, ja x| ir nepara skaitlis.

Par simetrisku polinomu sauksim polinomu, kura ievaddatu bitu virknei piemit
simetriskam Bila funkcijam analogiska ipasiba. Talak aprakstisim, ka jebkuras Biila funkcijas
polinomu (iesp&jams, ar informacijas zudumu) parveidot par simetrisku polinomu. Iemacoties
buvet simetrisku polinomu, parveidosim to par viena mainiga polinomu, kur§ sakotngja

polinoma sniegto informaciju aprakstis mums &rtaka veida.

13



1.5.1. Simetrizacijas polinomi

sym

Definicija. Par polinoma p:R" — R simetrizacijas polinomu p¥" sauc
sym Zﬂ'esn p(ﬂ'(X)) . - — .. -
p"(x) = — kur z(x) ir kada permutacija 7(X) = (X,qy, -+ Xz(n)) NO tas
ievaddatiem x = x,...x,, betar S tiek apzimé&ta kopa, kas sastav no visam n! permutacijam
garuma n [2].
1.5.1.1. tabula
Sakotngjie polinomi p un tiem atbilstoSie simetrizacijas polinomi p>"
Sakotngjais polinoms p Simetrizacijas polinoms p*"
P(X) =X +X, P (X) =X +X,
p(x) = X =Xy =X X% p>" (x) = —2X;X,
P(X) = X, — X, + X3 + X X, X 0™ (x) = 2(X, + X, + X3) +6X, X, X,
6

Tatad simetrizacijas polinoms (skat. 1.5.1.1. tab.) tiek definéts ka sakotng&ja polinoma

vidgja vertiba, ievaddatu bitu virknes veida padodot visas iespg€jamas permutacijas no X.
Simetrizacijas polinoma pakape deg( p®") neparsniedz sakotn&ja polinoma pakapi deg(p)
un var bt pat mazaka par to. Pieméram, polinoma p =X, —X, simetrizacijas polinoms ir

psym — O .
1.5.2. Simetrizacijas polinoma parveidosana par viena mainiga polinomu

Definicija. Ja p:R" — R ir vairaku mainigo polinoms, tad eksisté viena mainiga
polinoms q:R" — R, ka deg(q) < deg(p) un p>"(x) = q(|x|) prieks visiem x € {0,1}" [2].

Pieradijums. Ar d apzim&sim simetrizacijas polinoma p®" pakapi, kura neparsniedz
. _ . - . . . . n C . . .
olinoma akapi. Ar V. apzimésim summu no | dazadu mainigo | — | reizinajumiem,
pakap i ap g 1

tatad V, = X, +...+ X, , V, = X X, + X X3 +...+ X, ,X,. Taka p>" ir simetrisks polinoms, péc
indukcijas viegli pieradit, ka $o polinomu var uzrakstit p¥" (X) =¢, +C,\V, +C,V, +...+C,V,

veida, kur C; € R. Taka visas X; vertibas ir vienadas ar 0 vai 1, summa V; vienmér pienem
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. Tapéc viena mainiga polinomu q (skat. 1.5.2.1.

Ix J XX -9 -2)--(x - i +D)
; .

vertibu [—
J!

tab.) var definét ka q(|x|) =C,+C [m]+c (M}_;_ +C (MJ [2]
. 0 1 1 2 2 d d .

1.5.2.1. tahula

Simetrizacijas polinomi p®" un tiem atbilstoSie viena mainiga polinomi q(|x|)

sym

Simetrizacijas polinoms p Viena mainiga polinoms q(|X|)

p¥"(X) =X, + X, =0+1xV,

q(x) = om@] =¥

M (x) = -2 =0+0xV, -2V
p~" (x) XX, =0+0xV, -2V, Q(|X|):0+0X(MJ_2X{MJZ—|X—HX|X|
1 2
2(X, + X, + X B6X, X, X
pom(g = 2% 2+63)+ T quD:0+1X(HJ+OX(HJ+1X(MJ:
3 {1 2 3

[x=2x[x =1
6

:O+1><V1 +0xV, +1xV,
3

1
== x|x|+
3

Turpmak $aja darba, pieminot viena mainiga polinomu, vienmér uzskatisim, ka tas tika

ieglits no tam attieciga simetrizacijas polinoma.
1.5.3. No simetrizacijas polinoma iegiistama informdcija par sakotnéjo Biila
funkciju

P&c viena mainiga polinoma definicijas — visiem x € {0, 1}" izpildas p¥™(x) = q(|x|) .

Tatad visam ievaddatu bitu virkném garuma |X| ir viena un ta pati simetrizacijas polinoma

sym

p~" vertiba, kas ir vienada ar q(|X|) . S1 vértiba tika iegita, parveidojot funkcijas polinomu
. g 2es, POTX)
p(x) par simetrizacijas polinomu p®"(x) = T

Ja|x =t,tad q(t) =q(x) = p¥"(X) ir vienads ar n mainigo sakartojumu skaitu no
precizi t vieniniekiem, kuriem atbilstoSais funkcijas f rezultats ir 1. Turklat Sis sakartojumu
skaits simetrizacijas polinoma veértiba ietilpst t!(n—t)! reizes (tik veidos var sava starpa
parkartot t vieniniekus un n—t nulles, nemainot pasu poziciju) un p*"(x) formula ir dalits

ar n!.
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Uzskatamibas péc viena mainiga polinoma q(| X| =1) vértibu vieta turpmak centisimies
n . e e . C
uzradit vertibas q(t) x (?j — cik kopa ir tadu funkcijas ievaddatu virknu X, kas satur tiesi t

vieniniekus un kuriem izpildas f(x) =1.
Ievérosim, ka q (|X|) ir definéts visam ievaddatu vértibam no kopas {0, 1, ..., n}, jo Sie ir

visi iesp&jamie vieninieka bitu skaiti virkné X . Spriezot péc augstak min&tiem noverojumiem

par q(t) vertibas kombinatorisko interpretaciju, jebkuram t €{0, 1, ..., n} jaizpildas

likumsakaribai q(t) x G] c {o, Gj} .
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2. VAICAJOSIE ALGORITMI

2.1. Vaicajosa algoritma jeédziens

Vaicajosie algoritmi ir specifisks automatu paveids. Saja darba tos apskatisim tikai
patvaligas Biila funkcijas veértibas aprékinasanas konteksta.

Pienemsim, ka Bila funkcijas f (X, X,, ..., X,) disjunktiva normalforma ir zinama.
Nepiecie$sams iegit funkcijas rezultatu, tomér sakuma neviena no argumentu X; veértibam nav
zinama. Katra soli drikst izv€l&ties jebkuru kartas numuru i un uzdot jautajumu ,,Kada ir
argumenta Xx; vertiba?”. Ta ka més darbojamies ar Bila funkciju, tad ir tikai divas iesp&jamas
atbildes: ,,x, =07 vai,, X; =1”. Uzdodot katru nakamo jautajumu, m&s nemsim vera visas
ieprieks sanemtas atbildes, lai kop&jo jautdjumu skaits biitu péc iesp&jams mazaks. Tikko
esam parliecinati, ka zinam funkcijas vertibu neatkarigi no pari palikuso nezinamo argumentu
vertibam — algoritma izpilde apstajas.

Piemeérs. Ir janosaka funkcijas f (X, X,, X;) = (X, A X,) v (=% A X;) (skat. 1.1. nod.)
vertiba. Vaicajosa algoritma norise varétu biit sekojosa:

v' Jautagjums: ,Kada ir argumenta X, vértiba?”
v’ Atbilde: ,,x, =0"
v' Jautajums: ,,Kada ir argumenta X, vértiba?”
v Atbilde: ,,x; =0

Saja bridi algoritms apstajas, jo, iegiitas argumentu vértibas ieliekot funkcijas formula,
viennozimigi ieglistam tas rezultatu: (0 A X,) v (LA0)=0v 0=0. Apskatitai Bala funkcijai
§is ir viens no diviem optimala vaicajosa algoritma darbibas iznakumiem. Vaicajosais
algoritms rikojas sekojosi:

v/ pirmo jautdgjumu vienmeér prasa par argumentu Xx;
v' ja x =0, uzdod jautajumu par argumenta X, vértibu,
v' ja x, =1, uzdod jautdjumu par argumenta X, vértibu.

Neatkarigi no uz uzstaditiem jautajumiem sanemtajam atbildém, $is 3 argumentu
funkcijas rezultata atrasanai blis vienmér nepiecie$ami tikai 2 jautajumi.
Definicija. VaicajoSam algoritmam sliktakaja gadijuma nepiecieSamo jautajumu skaitu

konkrétas funkcijas rezultata noteikSanai sauc par vaicajosa algoritma sarezgitibu.
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2.2. Vaicajosa algoritma lemumu koks

Katra solt vaicajosa algoritma darbiba ir atkariga no atbildém uz ieprieks uzdotiem
jautajumiem, tapéc So algoritmu var att€lot arT grafiski — koka veida. Katra koka virsotné
vaicajosais algoritms prasis $ai virsotnei atbilstosa funkcijas argumenta x; vértibu. Atkariba
no iegutas atbildes nolaidisimies uz nakamo virsotni pa vienu no pasreiz&jas virsotnes zariem,
katram no kuriem atbilst noteikta uz miisu jautajumu sanemta atbilde. Citadakas ir koka lapas
— tas satur iesp&jamos Biila funkcijas rezultatus, ar kuriem §1 funkcija ir vienada, algoritmam

izpildes gaita nonakot 3ajas lapas no koka saknes. Sadu koku sauc par lémumu koku.

0 1 0 1

2.2.1. att. Biila funkcijas f (X, X,, X;) = (X, A X,) V (=% A X;) 1émumu koks

Leémumu koka augstums reprezenté attieciga vaicajosa algoritma sarezgitibu. Saja darba
par koka augstumu sauksim garako celu no koka saknes 1idz jebkurai no lapam, kur cela
garuma kriterijs ir uzdoto jautajumu skaits, lai noietu pa So celu. Pieméram, uzzimgjot nodala
2.1. aprakstita funkcijas f (X, X,, X3) = (X A X,) Vv (=X, A X;) vaicajosa algoritma lémumu

koku, var parliecinaties, ka $T algoritma sarezgitiba ir 2 jautajumi (skat. 2.2.1. att.).

o®1
01 0®1
0 (o
[0] [1] [1] [0]

2.2.2. att. Léemumu koks, kurs§ apraksta optimalo vaicajoSo algoritmu Biila funkcijai
F(Xps Xy, Xgy Xgy Xs) = (X, A =Xy A X)) V(=X AX,) V(X A—X5) V(X A Xy A—Xs)

Actmredzams, ka katram I[émumu kokam atbilst vismaz viena Bila funkcija, kurai $is
koks apraksta optimalu vaicajoSo algoritmu. Lai no patvaliga koka iegiitu $adu funkciju (skat.

2.2.2. att.), katrai no koka lapam, kuras funkcijas vértiba ir 1, vairaku mainigo (un to
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negaciju) konjunkcijas veida aprakstam celu no koka saknes lidz konkrétai lapai. Mekléta

Biila funkcija ir disjunkcija no visam koka vieninieka vértibu lapam atbilstoSam formulam.
2.3. Vaicajosa algoritma sareZgitibas noveértéjums

Saja nodala iegiisim sarezgitibas novértgjumus Biila funkcijam: kads ir lielakais un
mazakais nepiecie$amo jautajumu skaits, lai atrastu patvaligas n argumentu Bila funkcijas
vertibu sliktakaja gadijuma.

Lielakais nepiecieSamais jautajumu skaits priek§ n argumentu Biila funkcijas ir vienads
ar n. Vispariga veida $adas funkcijas var nodefinét ka f(X;, X,, ... X,) =X, VX, V...V X, .
Sliktakaja gadijuma més paprasisim n—1 mainigo vértibas un tas visas biis vienadas ar 0.
Tad, lai atrastu funkcijas vertibu, naksies prasit ar1 pe€dgja nezinama argumenta vertibu.

Novertésim, kads ir mazakais nepiecieSsamo jautajumu skaits. Izmantosim n mainigos,
lai uzbtivétu lemumu koku ar p&c iesp&jas mazaku sarezgitibu. Nodala 2.2. ievérojam, ka
katram lémumu kokam atbilst vismaz viena Biila funkcija, kurai $is koks apraksta optimalo
vaicajo$o algoritmu. Tapéc pietiek atrast, kads ir mazakais lémumu koka augstums, ja tas
sastav no N virsotném.

Definicija. Perfekts binars koks — binars koks, kuram visas lapas atrodas vienada
attaluma no St koka saknes.

Definicija. Pilnigs binars koks — binars koks, ko var iegiit, perfektam binaram kokam no

G
(o (W
)

2.3.1. att. Pilnigs binars koks no 6 pieprasijuma virsotném ar augstumu 3 (|_|09 , 6J+ 1) (koka

labas puses péc kartas atmetot kadas lapas.

lapas ar funkcijas rezultatiem nav noradrtas)

No pieprasijumu virsotném vélamies uzbuvét pilnigu binaru koku. Savukart pilniga
binara koka augstums pie n virsotndm ir vienads ar |log, n |+1 (skat. 2.3.1. att.). ST

izteiksme ir miisu mekl&tais apaks€jais novertéjums vaicajosa algoritma sarezgitibai.
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2.4. Determinéts lemumu koks

Definicija. Par determin&tu lémumu koku sauc [émumu koku, kura darbiba jebkura
bridi ir pilnigi Viennozimiga: sanemot atbildi uz kart€jo jautajumu, no pasreizgjas virsotnes
vienmgr iziet tiesi viena $kautne, kura atbilst sanemtai atbildei; prasot un sanemot tos pasus
jautajumus un atbildes, konkréts Iemumu koks vienmeér savu darbibu pabeigs viena un taja
pasa koka lapa.

Lai nodroSinatu determinéta I1émuma koka viennozimibu miisu uzdevuma ietvaros, taja

X. =0”

99 NN

no katras ieksgjas virsotnes jaiziet tiesi diviem zariem — Kreisais zars atbilst atbildei
un labais zars atbilst atbildei ,, x, =1".
Definicija. Determinéts vaicajoSais algoritms aprékina n argumentu Bila funkciju f

tad un tikai tad, ja 1 algoritma rezultats ir vienads ar f (x) visiem ievaddatiem x € {0,1}".
Definicija. Ar D(f) apzimésim funkcijas f optimala determin&ta vaicajosa algoritma
sarezgitibu. D(f) ir vienads ar tadu funkcijas f 1&émuma koka augstumu, kura augstums ir
mazakais iesp&jamais starp visiem dotas funkcijas Iémuma kokiem.
Teoréma 3. bs(f) < D(f) [2].
Pieradijums. Prieks ievaddatiem ar savstarpgji neskeloSiem jutiguma blokiem
B, ...s Bysr) determin&tam vaicajoSam algoritmam Katra no Siem blokiem ir japaprasa vismaz

par vienu mainigo. Ja par kadu bloku nekas netiks jautats, més varétu nomainit veértibas $aja
bloka ta, lai funkcijas vertiba arT mainas uz pret€jo, bet vaicajosais algoritms to nepamanttu.

Tatad vaicajosam algoritmam par ievaddatu bitu virkni jauzdod vismaz bs(f) jautajumi.

2.5. Kvantu lemumu koks

Ieprieks aprakstijam determin€tu lémumu koku, bet eksiste art nedeterminéta lemumu
koka jédziens, ka ari varbiitiska [émumu koka jédziens [2]. AtSkiriba no Siem [émumu
kokiem, kvantu 1émuma koka jédziens neatbilst kvantu vaicajosa algoritma darbibai. Tomé&r
So jédzienu mes turpinasim izmantot, jo $aja darba tas tiek lietots pretstata citiem lémumu
kokiem, ka art tapéc, ka ar kvantu vaicajosa algoritma palidzibu ir iesp&jams nosimulét
jebkuru no ieprieks pieminétiem 1émumu kokiem.

So nodalu iesaksim ar kvantu mehanikas aksiomu izklastu, tad sekos kvantu vaicajosa
algoritma apraksts, ka arf ta izmantoSanas piemérs determinéta Iémumu koka simulacijai.

Nodalas nobeiguma sniegsim kvantu vaicajosa algoritma sarezgitibas novert&jumus.
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2.5.1. Kvantu mehanika

Klasiska informacijas daudzuma mérvieniba ir bits, un ta vertiba var but 0 vai 1.

Savukart kvantu mehanika analogisko mérvienibu sauc par kvantu bitu jeb kubitu, kas ir divu
klasisko stavoklu kombinacija jeb superpozicija a0|0> + a1|1> .
Visparinot, m kvantu bitu stavoklis |¢> ir visu klasisko m-bitu virknu superpozicija

|¢> = Zai|i> . Seit a; ir komplekss skaitlis, ko sauc par bazes stavokla |I> amplitudu. Tiek
o,

prasits, lai vienmer izpilditos 1pasSiba Zi |05i|2 =1.
Attieciba uz m kvantu bitu stavokli spgjam veikt divu veidu operacijas:

v' mérijums — mérot m kvantu bitu stavokli |¢> , iegiist bazes stavokli ||> ar
varbiitibu |0{i|2 .P&c meérfjuma stavoklis |¢> klust vienads ar meérjjuma iegiito
stavokli |I> , tapec visa informacija par citiem |¢> bazes stavokliem tiek zaudgta;

V' Unitara transformacija — linearas transformacijas pielictojums, kas parveido
stavokli |¢> par citu stavokli |l//> =U (| ¢>) , bet nemaina bazes amplitidu
kvadratu summas vertibu (Z:i|05i |2 =1).

Definicija. Transformacija ir unitara tad un tikai tad, ja, pareizinot unitaras

* *

a ¢ . — . a b ).
transformacijas matricu U = (b dj ar tai kompleksi saistito matricu U* 2( . d*J , legust
c

) : 11
vienibas matricu | = )
11

2.5.2. Kvantu vaicajosais algoritms [2]

Saja nodala turpinasim stradat ar n argumentu Bila funkciju, tatad — aizvien
darbojamies ar ievaddatiem x € {0,1}".
Definésim m kvantu bitu bazes stavokla pierakstu ka |i, b, Z>, kur:

v | —ta elementa indekss, par kuru vaicajoSais algoritms uzdod kart€jo jautajumu;

bazes stavokla pieraksta §im lielumam tiek izmantoti !_Iog n-| biti;
v' b —elementa x, vértiba, kuru vaicajosais algoritms sanem ka atbildi uz kartgjo

jautajumu; bazes stavokla pieraksta aiznem 1 bitu;
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vz —Kkvantu datora algoritma izpildei nepiccieSama iek$&ja atmina, kas sikak

netiek aprakstita; bazes stavokla pieraksta aiznem m —[log n]—1 bitus.
Defingsim pieprasTjumu O ka unitaru transformaciju, kas parveido i, b, z) par
|i, b®x, Z> . Kvantu vaicajosa algoritma izpilde sakas ar m kvantu bitu stavokli ‘6> , kur

Katrs no bitiem ir vienads ar 0. Sim stavoklim secigi pielietojam unitaru transformaciju U,
pieprasijumu O, unitaru transformaciju U, , utt. Tadgjadi T pieprasijumu vaicajoSais
algoritms atbilst garajai unitarai transformacijai A=U,OU, ,..0U,0U,. Seit U, ir unitara
transformacija, kas nav atkariga no ievaddatiem X. Tas nozimg, ka gala stavoklis A‘6> ir

atkarigs tikai no T reizu transformacijas O pielietoSanas. Vaicajosa algoritma atbilde tiek
iegiita, izm@rot gala stavokla pedgjo bitu.

Definicija. Kvantu vaicajosai algoritms precizi aprékina f , ja algoritma rezultats ar
varbiitibu 1 ir vienads ar funkcijas f(Xx) vertibu.

Definicija. Ar Q. (f) apzimé pieprasijumu skaitu jeb sarezgitibu optimalam kvantu

vaicajo$am algoritmam, kas precizi aprékina f .

2.5.3. Determinéta vaicajosa algoritma simulacija ar kvantu vaicajoso
algoritmu [2]

Determingta vaicajosa algoritma simulacijas izklastam nedaudz detaliz€sim m kvantu
bitu bazes stavokla pierakstu |i, b, Z>. Sadalisim elementu z divas dalas, tadgjadi turpmak
stradajot ar stavokliem formata |i, b, h, a> , kur:

v" h — satur informaciju par visiem iepriek$€jiem vaicajo$a algoritma
pieprasijumiem un to rezultatiem; bazes stavokla pieraksta aiznem
m—[log n|-2 bitus;

v'a —kvantu stavokla p&dgjais bits, kur péc algoritma izpildes pabeigSanas ir
jaglabajas iegiitajam rezultatam.

Unitara transformacija U, noteiks mainigo i, par kuru tiks veikts sakotngjais
pieprasijums — ta parveidos sakuma stavokli ‘6, 0,0, O> par ‘i, 0,0, O> . Taka x; ir Bila
funkcijas argumenta vértiba, par kuru tiek veikts sakotng&jais vaicajums, tad nakamaja soli

pieprasijums O parveidos stavokli ‘i, 0,0, O> par ‘i, Xi 0, 0>.
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Nakama unitara transformacija U, parveidos ‘i, x., 0, 0> par |j,0,h,0), kur hir
algoritma atjaunota darbibas vésture (kas sev1 ieklauj informaciju par vertibam i un X ).
Savukart j ir Bula funkcijas argumenta numurs, par kuru determinéts vaicajosais algoritms
biitu prasTjis nakamaja soli. Pec U, izpildes var atkal pielietot O, no | j, 0, h, 0) iegiistot
|3, %;,h,0).

Secigi pielietojot divu veidu aprakstitas transformacijas T reizes, paliek tikai veikt
transformaciju U, , kas uzstadis atbildes bitu atbilstosi p&c ieprieksgjas kvantu bitu operacijas
ieglitajam iek$€jam stavoklim h.

Nodemonstrgjot veidu, ka ar kvantu vaicajosa algoritma palidzibu nosimulét jebkura

determingta vaicajosa algoritma darbibu, m&s ar to pasu esam paradijusi, ka kvantu vaicajosa

algoritma sarezgitiba nav lielaka par determin&ta vaicajosa algoritma sarezgitibu jeb

Qe (f) <D(f).
2.5.4. Kvantu vaicajosa algoritma sare;gitibas novertejums

Lemma 2. Ar A apzim&sim kvantu lémumu koku, kas izdara T pieprasijumus. Tad

kompleksos skaitlos eksisté tadi N mainigo polinomi «;, kuru pakape ir ne lielaka ka T un ar

kuru palidzibu prieks visiem X € {0, 1}" lémumu koka A gala stavokli var aprakstit

ka > o (x)i) [2].

iefo, )"

Teoreéma 4. deg(f) <2Q.(f) [2].

Pieradijums. Apskatisim funkcijas f kvantu vaicajoSo algoritmu ar Q. (f)
pieprasijjumiem. Ar S apzimé&jam to bazes stavoklu kopu, kuriem atbilst algoritma izvads ar
vertibu 1. Tad atbildes 1 varbiitiba ir P(X) = zkes|ak (X)|2 . P&c ieprieksgjas lemmas, o, ir
polinomi ar pakapi <2Q.(f). Taka P apraksta funkciju f , tad ta pakape ir deg(f).
Attiecigi izpildas deg(f) <2Q.(f).
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3. ZINAMAS FUNKCIJAS

Apskatisim paritates Biila funkciju PARITY (X, X,, ..., X,) =X ® X, ®..® X, . Tair
vienada ar 1 tad un tikai tad, kad starp funkcijas n argumentiem ir nepara skaits vieniniecka
bitu. Citadi §is funkcijas vértiba ir vienada ar 0.

Prieks f = PARITY, izpildas Tpasibas deg(f)=n un Q. (f)=[n/2] [2]. Acimredzami
patiess ir arT apgalvojums D(f) =n, jo ikviens neparbaudits funkcijas ievaddatu bits
potenciali var izmainit funkcijas rezultatu uz pretgjo. Tadgjadi sai funkcijai izpildas
Q:(f)=D(f)/2.

ST darba mérkis ir atrast tadas funkcijas, kuram kvantu vaicajogais algoritms strada pec
iesp€jas labak par determin&to vaicdjoso algoritmu. Tapéc turpmak ir jamégina uzlabot

funkcijas PARITY, rezultats, atrodot citas funkcijas, kuram Q. (f) <D(f)/2.
deg(f)
2

Atcer€simies nodala 2.5.4. pieradito likumsakaribu < Qg (f) —ta kopa ar tikko
aprakstitas Tpasibas Q. (f) < D(f)/2 nepiecieSamibu lauj izvirzit jaunu kriteriju:

% <Q:(f)< @ jeb deg(f) < D(f). Sis kritérijs ir labaks, jo abus lielumus deg( f)

un D(f) m& makam atrast vieglak par kvantu vaicajosa algoritma sarezgitibu Q. (f). Tatad
turpmak mds interes€s tiesi tas funkcijas, kuram polinoma (jeb pasas funkcijas) pakape ir
mazaka par to determingta vaicajosa algoritma sarezgitibu.

Katrai no turpmak apskatitam jau zinamam funkcijam ir raksturiga lielaka iesp&jama

determinéta vaicajos$a algoritma sarezgitiba, salidzinot ar citam attiecigas pakapes funkcijam.
3.1. Nisan un Szegedy funkcija: deg(f) = 2, D(f) = 3

Apskatisim funkciju f = E;(X;, X,, X3) =—(X, A Xy A X3) A—=(—X, A =X, A—X,) (SKat.

3.1.1. tab.), kas ir vienada ar 1 tad un tikai tad, ja viens vai divi no tris ievaddatu bitiem ir

()

0 1 0®1
jxa) [2l[a] [x)
0] [ 1 [0

3.1.1. att. Biila funkcijas E;(X;, X,, X3) = —(X, A X, A X3) A —=(—=X, A—X, A—X;) lémumu koks
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Uzbuvgjot funkcijai f = E;(X;, X,, X;) atbilstoSo polinomu, iegiistam
P; (X, Xy, X3) = X, + X, + X — X, X, — X, X3 — X, X;. Tatad funkcijas pakape ir deg(f)=2.
Savukart D(f) =3 (skat. 3.1.1. att.), jo, lai kada seciba més bijam uzdevusi pirmos divus

jautajumus, ja abas atbildes bija vienadas, tresa jautajuma iznakums ietekmé funkcijas

rezultatu. ST situacija radisies, piem&ram, ja visi tris funkcijas argumenti ir vienadi.

3.1.1. tabula
Biila funkcijas E;(X;, X,, X3) = —(X, A X, A X3) A—=(=X% A—X, A—X;) vértibu tabula
X1 X2 X3 Es(X1, X2, X3)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

3.2. Kushilevitz funkcija: deg(f) = 3, D(f) =6

Funkciju f = KUSHILEVITZ,(x), kura pienem 6 ievaddatu bitus, aprakstisim ar
polinomu P, = zi X —Zij XiXj + X X5 X, F X XX + X, Xy Xs + XpXg X, + X, X3 Xs + X, X, Xg
+ X, X3 Xg + XX, Xg + XgXegXg + X, Xs Xg [3]-

Funkcijas rezultdts ir 0, ja X, + X, + X, + X, + X + X, € {0, 4, 5}.

Funkcijas rezultts ir 1, ja X, + X, + X, + X, + X + %, € {1, 2, 6}.

Pie X, + X, + X3 + X, + Xs + X = 3 funkcijas rezultats ir 1 tad un tikai tad, ja jebkur§ no
Siem monomiem ir vienads ar 1: X, X;X,, X, X,Xg, XX, X5, XoXgX,, X5 X5X5, X, Xp Xg, XXX,

Xo Xy Xg» XaXeXgy Xy X5 X -

Viegli pieradit, ka $ai funkcijai D(f) =6. Ja uz pirmiem pieciem jautajumiem tika
sanemtas tikai atbildes 1, tad, lai kada kartiba mes Sos jautajumus bijam prasijusi, jebkada
gadijuma naksies prasit ar1 par pe€dejo nezinamo bitu, jo tas izskirs funkcijas gala vertibu.
Tatad funkcijas pakape ir deg(f) =3, bet funkcijas determiné&ta vaicajosa algoritma

sarezgitiba ir D(f)=6.
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3.3. Nisan un Szegedy funkcijas visparinajums: deg(f) =4, D(f) =9

Izmantojot nodala 3.2. apskatito funkciju E;(X,, X,, X;) , rekursivi defingsim Ej(z) = z
kry k-1 k-1 k-1 k-1 : v = k-1 :
un E;()=E;(E; (), E; (), E5 (), kur katrsno E; ™ izmanto dazadus 3 ievaddatu
bitus [3]. Acimredzams, ka deg(EX) = 2“. Savukart D(EX) = 3", kas ir pieradams péc
analogijas ar nodalas 3.1. pamatojumu par D(E;) =3'.
Izmantojot k = 2, ieglistam funkciju ar pakapi deg(E?) = 2° =4 un determinéta
vaicajosa algoritma sarezgitibu D(EZ) =3° =9.
Sis funkcijas polinomu no augstak sniegtas definicijas bavésim sekojosi:
2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E; = E;(E;, Es, BE3) = E3(Eq(Es, B, Ey), Es(Es, Ej, Ey), Es(E5, E;, Ef)) =
= B3 (BEs(Xis X5, X3), E5 (X4 X5, Xg), E5 (X7, Xg, X)) =
=E (X, + X, + X3 = X X, — X X3 — X, Xg, X, + X 4+ Xg — X, Xs — X, Xg — X5 Xg,
X7 + Xg + Xg — X, Xg — X5 Xg — XgXg) =
= (X, 4+ X, + Xy = X X, = X X5 = X,X3) + (X, + Xg + Xg — X, Xs — X, Xg — XsXg) +
+ (X; 4+ Xg + Xg — X5 Xg — X, Xg — XgXg) — (X, + X, 4+ X5 — X, X, — X X5 — X, X3) ¥
X (X, 4 X5 + Xg = X4 X5 — X, Xg — XsXg) — (X, + X, + X3 — X X, — X X3 — X,X5) X
X (X; 4+ Xg + Xg — X7 Xg — X, Xg — XgXg) — (X, + X5 + Xg — X, X5 — X, Xg — X5 Xg) X
X (X; 4+ Xg + Xg — X7 Xg — X, Xg — XgXg) = ...
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4. PIEKTAS PAKAPES POLINOMU MEKLESANA

Ieprieks€ja nodala apliikojam tadas otras, tre$as un ceturtas pakapes funkcijas, kuru
determinéta sarezgitiba ir liclaka iesp&jama starp funkcijam ar tadu pasu pakapi. Tikmér
autoram nav zinamu 5. pakapes funkciju pieméru, kuram determinéta sarezgitiba ir labaka par
funkcijas pakapi.

A.Lucko sava darba atrada astonus viena mainiga polinomus, kas atbilst 5. pakapes 15
mainigo Biila funkcijam ar determin&ta vaicajosa algoritma saregitibu D( f) =15 [4]. Saja
nodala m&ginasim uzbivet vienu no §Tm Biila funkcijam, ka arT piedavasim dazadas

detalizacijas visparigas idejas Biila funkciju mekl€Sanai no viena mainiga polinomiem.
4.1. Piektas pakapes Biila funkciju viena mainiga polinomu generésana [4]

Ir nepieciesams atrast Biila funkciju f ar pakapi deg(f) =25 un pé&c iespgjas lielaku
determinéto sarezgitibu D(f). Paslaik vienigais gadijums, kad pietickami dro$i un atri
makam noteikt funkcijas f raksturlielumu D(f), ir tikai tad, ja tas ir vienads ar funkcijas
mainigo skaitu n.

No teorémam 1 (s(f) <bs(f)<n)un3 (bs(f) < D(f)) ieglstam, ka pie s(f)=n
viennozimigi izpildas ar1 D(f) = n. Savukart teoréma 2
(f(0)=0n (|X| =1— f(X)=1) —> s(f)=n) parada, ka s(f)=n ir speka visam Biila
funkcijam, kuru viena mainiga polinomiem q(|x|) izpildas q(0)=0 un q(2) =1.

Tatad, ja mekl&tajai Bila funkcijai atbilst polinoms p(x), apskatam $1 polinoma

sym

simetrizacijas polinomu p®" (X) un tam attiecigo viena argumenta polinomu q(|X|) Lai
izpilditos D(f) = n, mas interesé tikai tadi viena argumenta polinomi, kuriem ¢(0) =0 un
q@®) =1.

Nodala 1.5.3. izsecinajam, ka viena mainiga polinoma definicijas apgabals ir

0,1, ..., n} un ta vértibu apgabals ir raksturojams ar izteiksmi ¢(t) x n €40, ..., n . Lai
{ pg ] q " "

legiitu visus iesp&jamos 5. pakapes viena mainiga polinomus, pielietosim Lagranza
interpolacijas algoritmu. Zinot viena mainiga polinoma rezultatus seSos (deg(q) +1) no
piecpadsmit (n) ievaddatu gadijumiem, Sis algoritms mak izrékinat polinoma rezultatu

jebkurai citai ievaddatu veértibai.

27



Divos punktos viena mainiga polinoma rezultats jau ir fikséts (q(0) =0 un q(1) =1).

Tapéc jaizvélas vél Cetras ievaddatu parametra vértibas k no kopas {2, 3, ...,15}, kuram ir péc
iesp&jas mazak dazadu funkcijas rezultata vertibu {O, . (Ej} . Visizdevigak §im nolikam ir

nemt q(2), q13), q(14) un g(15). Tad varésim parlasit visas kombinacijas no pielaujamiem
funkcijas rezultatiem $ajos punktos un parbaudit, vai, interpolgjot pargjos viena mainiga
polinoma definicijas apgabalam atbilstoSos rezultatus, visi no tiem atbilst polinoma veértibu

apgabalam.
4.2. LagranZa interpolacijas algoritms [5]

Doti tadi k +1 punkti (Xy, Yo), (Xy, Y1) (X, Vi) s Ka (X, = X;) = (i = J) un
Vie p(x;) = Y,. Sie k +1 vertibu pari viennozimigi apraksta polinomu ar pakapi k . Lagranza
algoritms, zinot Sos K +1 vertibu parus, lauj patvaligam polinoma argumentam X, atrast

attiecigo polinoma vertibu y
k
Y, =L(x,)=>yl;(x,), kur
j=0

1(x) = ILI X—Xs _ (x=%,) (X=X 3) (X=X31)  (x=x,)

12002 X5 = Xe (X = %) (X = X) (% = Xpg) (X5 —X)

4.3. Atrastie 5. pakapes viena mainiga polinomi

Parlasot visus iesp€jamos viena mainiga polinomus, kuriem kvantu vaicajosais
algoritms iesp&jami darbojas labak par determinéto vaicajoSo algoritmu, ieguvam rezultatus
katram sakotngjas funkcijas mainigo skaitam no 5 Iidz 15, ieskaitot (skat. 4.3.1. tab.).

Japiebilst, ka dalai no $ada veida atrastajiem viena mainiga polinomiem atbilstoSo 5.
pakapes Bila funkciju var arT neeksistét. Viena mainiga polinoma definicija (skat. 1.5.2. nod.)

minéts, ka deg(q) < deg(p) . Tatad dazi no atrastajiem polinomiem atbilst Biila funkcijam ar

pakapi, kas ir lielaka par piekto.

4.3.1. tabula
Atrasto 5. pakapes viena mainiga polinomu skaits atkariba no Biila funkcijas mainigo skaita
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1452 | 2934 | 3994 | 4605 | 4791 | 4413 | 3475 | 2319 | 1041 | 247 8 0
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Ka jau iepriek$ pamanijam, viena mainiga polinomus q(t) visértak ir apskatit veida
q(t) x [?j , kas sniedz informaciju par sakotngjas Biila funkcijas kombinatoram tpasibam.

Tapéc turpmak visus atrastos viena mainiga polinomus minésim tie$i $ada pieraksta.

Tabula 4.3.2. paraditi 8 viena mainiga polinomi, kas varétu atbilst 5. pakapes 15
mainigo funkcijam. Sis tabulas i -tas rindinas j -taja kolonna (kolonnas numurgjam no nulles)
esosa vertiba ¢ nozimé, ka i -tajam polinomam eksiste tieSi ¢ tadas ievaddatu bitu virknes,

kuras sastav no j vieniniekiem un 15— j nullém un kuram meklétas Bila funkcijas rezultats

ir 1.
4.3.2. tabula
15 mainigo 5. pakapes viena mainiga polinomi pieraksta q(t) x %j
0|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 |13 (14|15
1./0]15(104 | 270|270 6 |280 | 1953|4020 |4395|2832|1040|174| 0 | 0| 1
2.10|15]104 (271|280 | 51 | 400 | 2163|4272 | 4605|2952 | 1085|184 |1 | 0 | 1
3./0|15]104|280|315| 126 | 490 | 2205 | 4230 | 4515 | 2877 | 1050 | 175 0 | 0 | 1
4.10]|15(104 | 281 (325|171 |610| 2415|4482 | 4725|2997 |1095|185| 1 | 0 | 1
5.10|15]104 | 277|286 | 1 |175|1695|3684|4137|2727 1035|190 7 | 1 | 1
6.0 |15]104 (278|296 | 46 | 295 | 1905 | 3936|4347 | 2847 | 1080 (200 8 | 1 | 1
7.10|151104 (279|306 | 91 | 415 | 2115|4188 | 4557 | 2967 | 1125|210 9 | 1 | 1
8.10|15]104 | 277|287 | 11 | 220 | 1815|3894 | 4389 | 2937 | 1155 (23517 | 2 | 1

Tabula 4.3.2. iegiitas vertibas atbilst tam, kuras sava darba aprakstija A.Lucko. Savukart
no ¢etram A.Lucko darba mingtajam tabulas 4.3.1. vértibam (prieks 10, 14, 15 un 16 mainigo
skaita) radusies nesakritiba pie 14 mainigo Biila funkcijam atbilsto$o viena mainigo polinomu
skaita, kur par spiti A.Lucko atrastajiem 252 polinomiem $1 darba autors ieguva tikai 247
polinomus.

Ipasi ieverojami ir 2. un 3. polinoms, jo ta vértibam kolonnas j un 15— j (nosauksim
§is vertibas par V; Un vy, ;) izpildas vienadiba v; + V5 ; = C., kas norada uz zinamu
simetriskumu un var palidzet So polinoma atraSanai. Katram mainigo skaitam no 5 lidz 15
visus $ada veida simetriskos viena mainiga polinomus var apskatit 1. pielikuma.

Turpmak meginasim uzbtivét abus no Siem polinomiem. Tre$o polinomu izvélesimies
detalizétai kombinatoriskai analizei nakamajas nodalas, bet otro polinomu pétisim tikai ar

velak aprakstitu datoriz€tu skaitloSanas algoritmu palidzibu.
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4.4. Polinoma reprezentacijas veidi

Vispariga gadijuma 5. pakapes 15 mainigo polinoms izskatas sadi:
P(Xys Xps -y X;) = Cg + CoyXy + CppyXp + ot Cry iy Xy g + Cpy Xy +Cy 3 X X, +Cy g Xy Xg +.
+ C{n—l,n}Xn—lxn +..+ C{1,2,..,k}X1X2"Xk + C{1,2,..,k+1}X1X2"Xk+1 +..+ C{n—k+l,n—k+2,..,n—l,n}Xn—k+1Xn—k+2"Xn—an'

Ir nepiecieSams, lai vismaz viens no 5. pakapes monomu koeficientiem nebtitu vienads
ar 0. Sadu reprezentaciju, kas polinoma aprakstam izmanto ta monomu koeficientus, turpmak
sauksim par polinoma koeficientu reprezentaciju (jeb poziciju).

4.4.1. tabula

. n
15 mainigo 5. pakapes treSais viena mainiga polinoms pieraksta q(t) x (?j

0] 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |12 |13 |14 |15
0[15)104|280 | 315|126 | 490 | 2205 | 4230 | 4515 | 2877 | 1050 |175[{ 0 | 0 | 1

Lai gan polinoma koeficientu reprezentacija ir intuittvi saprotama, tom&r nodefingsim
un biezak lietosim citu polinoma reprezentacijas veidu — sauksim to par polinoma
kombinatorisko reprezentaciju. TreSais viena mainiga polinoms (skat. 4.4.1. tab.) katram no
vieninieka bitu skaitiem Biila funkcijas ievaddatu bitu virkn€ apraksta, cik gadijumos pie
sadiem ievaddatiem Biila funkcijas rezultats ir vienads ar 1. Pieméram, ievaddatu virkng esot

precizi 3 vieninieka bitiem, 280 no iesp&jamiem 455 (C.}.) gadijumiem funkcijas rezultatam ir

jabut vienadam ar 1. No 455 iespgjamam ievaddatu bitu virkném uzradot 280, kuram §Ts
funkcijas rezultatam ir jabut vienadam ar 1, me&s ieglistam mekl&tas funkcijas jeb polinoma
kombinatorisko reprezentaciju. Protams, lai iegiitu precizu reprezentaciju, $is izv€les janorada
visam ievaddatu bitu virkném, kuras satur precizi 0, 1, 2, 4 un 5 vieninieka bitus. Nodala 4.5.
paradisim, ka no §s reprezentacijas var iegiit arT koeficientu reprezentaciju.

Acimredzami, ikviena polinoma kombinatoriska reprezentacija péc definicijas
apmierina viena mainiga polinoma tabulas nosacijumus prieks precizi 0, 1, 2, 3,4un 5
vieninieku skaita ievaddatu virkné.

Turpmak polinoma kombinatorisko reprezentaciju biezi vien pierakstisim ka monomu
kopu, katrs no kuriem atbilst vieninieka bitu kartas numuru kopai polinoma ievaddatu bitu

virkn&. Pieméram, ja p(001000000100100) =1, tad teiksim, ka monoms x,x,,X,, atbilst

polinoma vieninieka vértibai.
Sniegsim dazus novertéjumus, kas lauj izveleties, kadu no divam reprezentacijam ir

izdevigak izmantot atkariba no darbinama algoritma prasibam péc dazada veida resursiem.
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Apskatot 3. pakapes monomu izvéli priekS kombinatoriskas reprezentacijas, ir jaizvélas
280 monomus, kuriem attiecigais funkcijas rezultats ir 1, un 175 monomus, kuriem funkcijas
rezultats ir 0. Zinot visus funkcijas argumentu kortezus prieks vieninieka rezultatiem vai
kortezu prieks nullu rezultatiem, més zinam, ka visi pari palikusie kortezi atbilst pret&jai
funkcijas vértibai. Tatad gadijuma ar monoma pakapi 3 mums ir izdevigak izvéléties nevis
280 monomus prieks$ funkcijas vieninieka rezultata, bet gan 175 kortezus prieks funkcijas
rezultata 0. Tatad prieks 3. pakapes monomiem més izvélamies min(280,455—280) =175
monomus.

Polinoma koeficientu reprezentacijas pierakstam nepiecieSams noradit
C +Ci +CL +C +C +C. = 4944 koeficientus, savukart polinoma kombinatoriskas
reprezentacijas pierakstam nepiecieSams minét tikai min(0,1) + min(15,0) + min(104,0) +
+min(280,175) + min(315,1050) + min(126,2877) = 736 monomus, kuru attiecigiem funkcijas
rezultatiem jabiit vienadiem ar 1. Tatad kombinatorisko reprezentaciju izdevigak izmantot tad,
ja nepiecieSams paterét mazak atminas pozicijas glabasanai vai apstradei.

Nomainot vienu monomu pret citu tadas pasas pakapes monomu polinoma
kombinatoriska pieraksta, jauniegiitais polinoms saglabas sakotngja polinoma iesp&jamo
atbilstibu viena mainiga polinoma tabulas pirmam 6 vértibam. Savukart polinoma koeficientu
reprezentacija viena koeficienta nomaina par citu vértibu visdrizak sabojas sakotng&jas
reprezentacijas atbilstibu katrai no viena mainiga polinoma tabulas vértibam. ST Tpasiba
japatur prata, izvéloties reprezentacijas veidu polinoma mekléSanas algoritmu

programmesanas realizacijam.
4.5. Mekléta 5. pakapes 15 mainigo polinoma koeficienti

Saja nodala, izmantojot polinoma kombinatorisko reprezentaciju, ieglisim vairaku veidu
ierobezojumus attieciba uz konkréto polinoma koeficientu vértibam vai visu polinoma

koeficientu dazadi veidotu apakSkopu summam.
4.5.1. Aprekinamie koeficienti pie zemu pakapju monomiem

Tabulas 4.4.1. vértibas prieks precizi 0, 1 un 2 vieninieka bitiem mekl&ta polinoma
ievaddatu virkn@ ir attiecigi vienadas ar 0, 15 un 104. Secigi apskatisim, par ko liecina katra
no §im vertibam:

v' gadijuma, kad neviens mekléta polinoma arguments nav vienads ar 1, §1

polinoma rezultats ir vienads ar 0. Tap&c mekléta polinoma koeficients c; =0 ;
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V' ja tieSi vienam no patvaliga 15 mainigo polinoma argumentiem ir jabut
vienadam ar 1, pastav 15 (C,;) dazadi veidi izveidot atbilstoSu argumentu
kortezu. Ar1 tabula noradits, ka meklétajam polinomam eksisté 15 dazadi
mainigo kortezi, kuriem $1 polinoma rezultats ir vienads ar 1. Tatad visi mekl&ta
polinoma koeficienti pie pirmas pakapes monomiem arf ir vienadi ar 1 jeb
Vie{l 2, ..., 15}’C{i} =1;

v’ japrecizi diviem bitiem no polinoma ievaddatu bitu virknes piemit vértiba 1 —
tabula ming&tais skaitlis 105 ir vienads ar C/; — visu iespgjamo kombinaciju
skaitu, ka no 15 mainigajiem izvél&ties divus. Tatad visu divu vieninieka bitu
ievaddatu virknu gadijumos — polinoma rezultatam jabtt vienadam ar 1. Ta ka
katram no diviem vieninieka bitiem meklétaja polinoma eksisté attiecigs pirmas
pakapes monoms, kas paliclina rezultata vértibu par 1 (summa — par 2), tad
prieks$ gala rezultata 1 sasniegSanas §1 polinoma Vvisiem otras pakapes monomu

koeficientiem jabiit vienadiem ar -1 jeb Vi, je{l, 2,...,15}ni = jec; , =-1.
No 455(C;.) tre3as pakapes monomiem ir nepiecieSams izvéléties 280 tadus, kuru

funkcijas rezultatus pielidzinasim vieniniekam. Pargjiem 175 tre$as pakapes monomiem
funkcijas rezultats biis 0. Kopuma ir C.5 ~1,12x10**° veidi, ka no 455 monomiem izvél&ties
nepiecieSamos 280 monomus. Lidziga situacija izveidojas ar 4. pakapes monomiem, kur no
1365 iesp&jamiem ir jaizvélas tadi 315 monomi, kuru funkcijas rezultati bas vienadi ar 1.
Prieks 5. pakapes ir jaizveélas 126 monomi no 3003 iesp&jamiem. Tatad pavisam ir iesp&jami
CRxClo xCi2 ~314x10%* veidi, ka uzbiivet tabulas 4.4.1. pirmam se$am noraditam
vertibam atbilstosu polinomu. Velak katram no siem polinomiem ir javeic parbaude, vai tie
atbilst pargjiem 10 tabula noraditajiem kriterijiem par dazada veida ievaddatiem atbilstoSiem
rezultatiem. Acimredzami, ar pilno parlasi to izdarit nesanaks, tapéc ir jaatrod papildus

kritériji, kuri var€tu stipri palidz&t samazinat polinoma meklésanas darbietilpibu.
4.5.2. Neviennozimigo polinoma koeficientu pielaujamas vertibas

Ieprieksgja nodala jau noskaidrojam nulltas, pirmas un otras pakapes monomu
koeficientus, kas meklétajam polinomam bis vienadi ar 0, 1 un -1 attiecigi. Pamanijam arf to,
ka nav viennozimiga veida sadalit tresas, ceturtas un piektas pakapes monomus divas grupas

p&c attiecigas funkcijas rezultata: 0 vai 1.
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Mgéginasim noteikt, kadas vértibas var pienemt mekl&ta polinoma 3., 4. un 5. pakapes
monomu koeficienti atkariba no konkréta monoma piederibas vienai no divam izdalitam
funkcijas vertibu grupam.

Ja apskatam 15 bitu funkcijas ievaddatu virkni, no kuriem precizi p > 2 biti ir vienadi ar
1, tad:

v" neatkarigi no p vertibas polinoma vertibai tiek pieskaitits ¢, =0 jeb nekas;
v' katrs no atseviSkiem p vieninieka bitiem palielina polinoma vértibu par 1, jo
visu pirmas pakapes monomu koeficienti ir 1;

v" katrs no visiem C'i divu dazadu vieninieka bitu pariem samazina funkcijas

vertibu par 1, jo visu otras pakapes monomu koeficienti ir -1.

Tatad atkariba no p jeb vieninieku bita skaita ievaddatu virkng, polinoma rezultata ir
ieklauts saskaitamais 0+ p — Cs .

Jebkurai p =3 vieninieka bitu virknei (apzim&sim $os tris bitus ar x,, X,, X.) polinoma
_1N\*
sakotngjais rezultats ir vienads ar 0+ p — Cs =p- w =3-3=0.Takair

nepieciesams, lai 280 gadijumos polinoma rezultats bitu vienads ar 1, tad no 455 monomiem
ir jaizvelas tos 280, kuriem 31 pasiba izpildisies. So monomu koeficienti bis vienadi ar 1, bet
pargjo 175 monomu koeficienti vienadi ar O:

v T (%X) =0<¢ 3 =0 (175 gadijumos);
v T(a%X) =1 ¢,y =1 (280 gadijumos).

Gadijuma ar p = 4 vieninieka bitiem (apzim&sim Sos Cetrus bitus ar X,, X, X., X4 ),
polinoma sakotngjais rezultats ir vienads ar 0+ p— Ci =0+4-6=-2. Lai iegiitu polinoma
gala rezultatu, japieskaita 4 (Cz) dazadu tresas pakapes monomu koeficientu vertibas
Coxmexd T Conxomed T Cooid T Coxmoxy UN PaSa monoma X, XXX, koeficientu. Secinam, ka:

Vo (XXX X)) =0 0=-2+4x{0.0+C;, , 3 Cp i xny €1-2-1012}
(1050 gadijumos);

V(X Xy) =1l 1=-2+4x{03+ Cox. e i} = Coxex gy €1-1,01,2,3} (315
gadijumos).

Gadijuma ar p =5 vieninieka bitiem no kopuma 15 ievaddatu bitiem (apzim&sim $os
piecus bitus ar X,, X,, X., X4, X, ), polinoma sakuma rezultats vienads ar

0+p —Cs =0+5-10=-5. Lai ieglitu polinoma gala vertibu, japieskaita pieciem vieninieka
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bitiem atbilstoso 10(C; ) tresas pakapes monomu koeficientus un 5(C;) ceturtas pakapes

monomu koeficientus. Tatad:

Vo T (X X X Xgi %) =0 0=-5+10x{03+5x{-2, ..., +C;,  , (3

S Crxxxxy €120, ..., 15} (2877 gadijumos);

Vo (X Xy Xer Xgy X,) =0 1=-5+10x{0,}+5x{-2, ..., 3}+ Cou e x it <
S Coxnxny €119, 0,16} (126 gadijumos).

Lidzigus ierobezojumus var izvest attieciba uz jebkura mainigo skaita 5. pakapes

polinomu.

4.5.3. IerobeZojumi uz Visu monomu koeficientu apakskopu summam

Saja nodala ar F(K, s) apzimésim kopas K visas iesp&jamas apakskopas, kuru izmérs
neparsniedz skaitli s. Tatad F(K,s)=VPeP eK /\|P| <s. Savukart ar N, apzim&sim kopu

{1,...,m}.

No viena mainiga polinoma vértibam pie dazada vieninieku skaita ievaddatu virkné
ieglisim visparigakus ierobezojumus priek§ polinoma monomu koeficientu dazadi veidotam
summam:

v' Javisi 15 ievaddatu virknes biti ir vienadi ar 1, tad meklétas funkcijas rezultats
ar1 vienads ar 1.

S1 1pasiba acimredzami norada uz to, ka visu polinoma koeficientu summa ir vienada ar 1 jeb

D =1

LeF (Nys, 5)

Tatad visu 3., 4. un 5. pakapes monomu koeficientu summa ir

deoo= De-Ch- Dy — DGy =1-0-Cix1-Cix(-1)=91.

LeF (Nys5,5)-F (Ni5,2)  LeF(Nys,5) ieNs i,jeNisniz ]

v' Japrecizi 14 no ievaddatu virknes bitiem ir vienadi ar 1, tad meklétas funkcijas
rezultats vienmer vienads ar 0.

Ja apzimésim ievaddatu vieniga nulles bita kartas numuru ar i, tad

VieNge D>c - D =0

LeF(Nys,5)  LeF(Nys, 5)aiel
= VieNge 26— >y, =0
LeF(Nys,5)  LeF(Njs—i} 4)
— VI (S N15 [ J ZC{I}UL :1
LeF (Nj5{i}, 4)
Atnemsim visu tadu monomu koeficientus, kuru pakape ir mazaka par 3.
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Vie N15 o Zc{i}uL = Zc{i}uL - Zc{i}uL =

LeF(Ns{i}, 4)-F(Nis{i} 1) LeF(Nis{i} 4) LeF (Nysi} 1)

= D Chu —(c{i} + ZC{MJ =1-(1+14x(-1) =14

LeF (Nis{i}, 4) LeNis—{i}

v' Japrecizi 13 no ievaddatu bitiem ir vienadi ar 1, tad mekl&tas funkcijas rezultats

ir vienmér vienads ar 0.
Ja apzim@sim ievaddatu nulles bitu kartas numurus ar i un j (i # j), tad

Vi,jeNgnaizjo dc - Dec. - Do + D, =0

LeF (Ny5,5) LeF(Ny5,5)Aaiel  LeF(Ny5,5)ajel LeF (N5, 5)A{i, j}cL

=VijeNgaizje dYci— Degou— 2.Cpu+ 2o =0

LeF(Ni5,5)  LeF(Njs{i},4) LeF (Nis—{i+4) LeF (N5 i, j13)
= Vi, jeNgaizjel-1-1+  D'ci,, =0
LeF(N;s i, j}3)
= Vi, jeNgni=je Zc{i,i}ul-zl

LeF (N5 —{i.j}.3)

Atnemsim visu tadu monomu koeficientus, kuru pakape ir mazaka par 3.

Vi, jeNgni# je Dot = 2o~ Cup=1-(-1)=2

LeF(Nis—{i,j}13)-F(Nis{i,j}0)  LeF(Ny—{i,j}3)

v' Ja precizi 12 no ievaddatu bitiem ir vienadi ar 1, tad mekl&tas funkcijas rezultats
(apzimé&sim to ar t) 175 gadijumos ir 1, bet pargjos 280 gadijumos vienads ar 0.

Ja apzZim&sim ievaddatu nullu bitu kartas numurus ar i, j un k (i= j#k), tad

Vi, jkeNgni=j=ke >c -Cijx > +Cix Y -Cj D =t

LeF (Ny5,5) LeF (Ny5,5)Aiel LeF (Ny5,5)A{i, j}cL LeF (Ny5,5)A{i, j.k}cL
= Vi, j,keNgAi= j=ke ZCL—3>< Zc{i}uLJer ZC{i'j}uL— Zc{i,j,k}uL =t
LeF (Ny5,5) LeF (N;s—{i}.4) LeF (N;5{i.j}.3) LeF (Nis{i,j .k} 2)
= Vi, jkeNgai= j#kel-3x1+3x1- > ¢y =t

LeF (Nys1,1 k3:2)
= Vi jkeNgai=j=ke ey, =1-t
LeF (Nys1,.k3:2)

= Vi, j,keNgAl#= j#ke ZC{i'j,k}uLe{O,l}

LeF (Nys—{i,j.k},2)

v' Ja precizi 11 no ievaddatu bitiem ir vienadi ar 1, tad funkcijas rezultats
(apzimé&sim to ar t) 1050 gadijumos ir 1, bet pargjos 315 gadijumos tas ir
vienads ar 0.

Ja apzim@sim ievaddatu nullu bitu kartas numurus ar i, j, k un | (i= j=k=1), tad
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Vi, j,K,leNgAi=jzk=]le

ZCL—CiX ZCL +Cf>< ZCL _Cj ZCL +Cj ZCL =t
LeF (Nys5) LeF (Nys 5)nicl LeF (Nys 5)A{i, j}eL LeF (Nig 5)afi,j k)L LeF (Nis )ALl kIl
= Vi, j,K,leNgnanizjzk=le

DC—Ax YCuo +6x D e —4x 2y jigor +1x 2. i =1

LeF(Ny5,5) LeF(Nyis—{i}.4) LeF(Ny—{i,j}3) LeF(Nys—{i,j.k}2) LeF (Nyis—{i, j.k,1}1)
= Vi, jkleNganizjzk=le
1-4x1+6x1-4x{0, I} + Zc{i,j,kyl}uL =t

LeF (Nys—{i, j.k.I}L1)

= Vi, j,kleN Aizjzk=le D Cainno =t—3+4x{01}

LeF (Nys—{i, j.k,I1}h2)

= Vi, j,kleN nizjzk=le D Chinnor €432

LeF (Nys—{i, j.k,1}1)

v' Ja precizi 10 no ievaddatu bitiem ir vienadi ar 1, tad funkcijas rezultats
(apzimésim to ar t) 2877 gadijumos ir 1, bet pargjos 126 gadijumos tas ir 0.

Ja apzZimé&sim ievaddatu nullu bitu kartas numurus ar i, j, k,lunr (i= j=k=1=r), tad

Vi, j kL reNgai=jzk=l#re >¢ —-Cix > +Cix Y, -

LeF (Ny,5) LeF (Ny5,5)niel LeF (N5, 5)A{i, j}cL
3 4 5
~C Y. +Ce e -Cg D, =t
LeF (Nys 5)~di, j.K3cL LeF (Nyg 5)~di j k. JeL LeF (Nyg 5)~di j k.l kel
= Vi, j kI reNgai=jzkzl=re >c —5x Y cg +10x D ey -
LeF (Nys 5) LeF (Nig{i}.4) LeF (N i, [13)
-10x Zc{i,j,k}uL +9x Zc{i,j,k,l}uL -1 Zc{i,j,k,l,r}uL =1
LeF (Nys {0, 1,k3,2) LeF Ny {0, ik, 1) LeF (Nys {1, j k.l,r},0)

=>Vi, K LreNgAni# J#k#]#rel-5x1+10x1-10x{0, 1} +5x{-3,...,2} -
- Zc{i,j,k,l,r}uL =t

LeF(Nys—{i, j.k,1,r},0)

= Vi, jklreNgai=jzk#l#re D C oL =—t+6-10x{0,}+5x{-3,....2}

LeF(Nys—{i, j.k,1,r},0)

= Vi, j K LreNgai#jzk=l=roc,,,  ,€{-20,..16}

v' Japrecizi SR <9 no ievaddatu bitiem ir vienadi ar 1, tad no ieprieks iegiitiem
ierobezojumiem uz koeficientu kopu summam iegiistam jaunus ierobeZojumus.
Apzimésim R =15—SR (tatad R €[6;15]).
Ja visos iesp&jamos veidos ar i, j, k, lunr (i# j=#k=I#r)apzimésim dazus no
ievaddatu bitu virknes nullu bitiem, tad ieglistam

Vi, jkLreNgnizjzk=l=re >c -Cix D¢ +Cix Se, -

LeF (Ny5,5) LeF (Ny5,5)Aiel LeF (N5, 5)A i, j}cL
3 4 5
-C? Y +Cq Yo -C Do =t
LeF (Nys.5)A{i. j.K}cL LeF (Nys.5)A{i. j kI3l LeF (Nys.5)Ai. j k.l r}cL
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Vi eNg ai# j2k#lzre So —Rx  Seg D, e

LeF(Nys5,5) LeF(Nys—{i}.4) 2 LeF (Nys i, 133)
_ RR-D(R-2) X Zc{i,j,k}uL + R(R_l)(R_Z)(R_4)X Zc{ivjyk"}UL B
6 LeF (Nys i, 1,k3,2) 24 LeF (Nys {1 3k IhD)
R(R-1)(R-2)(R-4)(R-5)
— 120 Z_C{i,j,k,l,r}uL =t
LeF (Nys—{i, j.k,1,r},0)

Vi, kol e N ni# j 2kl #rel—Rx1+ R(Rz‘l) 1- R(R‘lé(R‘Z) {0+

JRR-DR-2R-3) 3 RR-DR-JR-3JR-4) . ) 15 _,

24 120
2 3_ap?
Vi kLT e Ny A% j 2kl #rel—R+ D . R_R 3Fé 2R qon+
4 _ pp3 2 5 4 3 2
JRECBROAIIRE6R o o RO-IOR'435R’-SORT424R . 0 o
24 120
2 3 2
S Vi KL TN A2 ekl erein 1208 SOR ZBOR 20R° -0OR™+40R, o3+
120 120 120 120
4 3 2 5 4 3 2
L OR'-BOR®4S5R?-30R . oy RE-10R435R’-SORP+24R . oo o 1201
120 120 120

= Vi, j,kleN iz jzk=leo
120—180R + 60R?

+{0,13 x (—40R + 60R? — 20R?)

+{-3,...2}x (-30R +55R? —30R?® + 5R*)
+{-20,...16}x (—24R + 50R? —35R® + 10R* — R®)
=120t

Apskatisim, kadi nosacijumi ir ieglistami mainiga R €[6;15] pielaujamos vértibu galapunktos:

R =6=10-20x{0,}+15x{-3,....2} —6x{-20,...16} = t
R =15 => 91— 455x{0,1} +1365x{-3,..., 2} — 3003x{-20,... 16} = t

Diemzgl $ada novérojumi nepalidz atrast mekl&to polinomu, tomer vélak tie varétu noderet

kadu polinoma mekl&$anas algoritmu sastava.

4.6. Polinoma meklésanas reducesana lidz uzdevumam par fiksétas maksas

maksimalas plismas mekléSanu grafa

4.6.1. Jedziens par plismam grafos

Definicija. Plasmas grafs (flow network) — orientéts grafs G = (V, E), katrai no kura

Skautném (u,Vv) € E ir piekartota vertiba c(u,v) >0, kuru sauc par §kautnes caurlaidsp&ju
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(capacity). Ja (u,v) ¢ E, tad pienemsim, ka c(u,v) = 0. Grafa izdalisim divas virsotnes:
izteku s (source) un ieteku t (sink) [6].

Definicija. Plisma — dots pliismas grafs G = (V,E) ar izteku s un ieteku t, kura
Skautnu caurlaidspéja tiek definéta ar funkcijas ¢ palidzibu. Par plismu (flow) $aja grafa
sauksim funkciju f :V xV — R, kas apmierina trTs nosacijumus [6]:

v' pielaujamas caurlaidibas ierobeZojums (capacity constraint): f(u,v) <c(u,v)
visiem u,v no V ;
v’ pretéja simetrija (skew symmetry): f (u,v) =—f (v,u) visiem u,v noV ;

v' plasmas saglabasanas (flow conservation): Z f (u,v) =0 visiem u,v no

veV
V —{s,t}.

Plasmas apjoms f(u,Vv) var bt ka pozitivs, ta arT negativs. Tas nosaka, kads ir vielas
daudzums, kas virzas no virsotnes u uz virsotni v (negativs liclums nozimé parvieto$sanos
pretgja virziena).

Definicija. Plusmas daudzums grafa — no sakuma virsotnes uz visam pargjam virsotném

izejosas plusmas daudzuma summa Z f(s,v) [6].
veV

Uzdevums par maksimalas pliismas atraSanu grafa — atrast lielako iesp&amo pliismas
daudzumu grafa G ar izteku s un ieteku t.

Pamainisim pluasmu grafa definiciju ta, lai visas G = (V, E) skautnes (u,v) € E saturétu
vél vienu raksturlielumu — cenu cst(u, V), kura tiek nemta par katru atsevisku pliismas
vienibu, kas iet $aja Skautné. Tad Skautnes (u,v) € E kopgja cena biis vienada ar

cst(u,v)* f(u,v), bet visa grafa tekosas pliismas cena attiecigi vienada ar Z f(v,u)*c(v,u).

v,ueVv
Pamainisim art plismas grafa caurlaidsp€jas definiciju. Miisu biivétaja grafa Skautném
caurlaidspg&ju ierobeZosim ne tikai no augsas, bet ar1 no apakSas — noradisim, ka caur katru no
Skautném (u,v) € E ir noteikti jatek vismaz ¢ (u,v) >0 pliismas vienibam.
Uzdevums par minimalas cenas maksimalas pliismas atraSanu grafa — atrast lielako
iesp&jamo pliismas daudzumu grafa G ar izteku s un ieteku t, kuras kopgja cena starp tada

pasa lieluma plismam grafa ir mazaka iesp&jama.
4.6.2. Uzdevuma reduceSana

Saja nodala izmantosim polinoma koeficientu reprezentaciju. Atcerésimies, ka
mekl&tajam 5. pakapes 15 mainigo polinomam viennozimigi zinami koeficienti visiem 0., 1.
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un 2. pakapes monomiem, bet aizvien nepiecieSams atrast koeficientus monomiem ar
pakapém 3,4 un 5.

Ka jau piemin&jam ieprieks, jebkura funkcijas ievaddatu bitu virkne ar precizi k
vieniniekiem var tikt att€lota ka konkréts monoms, kura pakape ir k . Savukart katra 3., 4. vai
5. pakapes monoma koeficienta izvéle ietekm& funkciju rezultatus prieks tadiem ievaddatiem,
kuros visi biti ar konkréto monomu sastadoSo mainigo kartas numuriem ir vienadi ar 1. Katrs
no pieminétiem funkcijas rezultatiem tiek palielinats vai samazinats par vienu un to pasu
skaitli, kas ir vienads ar monoma koeficienta vertibu.

Pastavosas likumsakaribas varam uzzimét plismas grafa veida (skat. 4.6.2.1. att.). Visas
Skautn€s Saja grafa pliisma virzas no kreisas puses uz labo. Lai iegiitu mekl&ta polinoma

koeficientus, nepiecieSams atrast maksimalo plismu $aja grafa.

315<f<315

<f<
ot lZG_f_lZ%

4.6.2.1. att. Plismas grafa biivéSanas pirmais posms, attélotas tikai daZas no grafa virsotném

Grafa kreisaja pusg atrodas izteka s un virsotnes, kas atbilst visiem 3. Iidz 5. pakapes
monomiem, katram no kuriem ir jaatrod koeficienti (attéla 4.6.2.1. ieklautas tikai virsotnes

X, XsXg, X XgXsXg, X XsXgXg ). SAVUKart grafa labaja pusé atrodas funkcijas ievaddatus aprakstosie
3. 1idz 15. pakapes monomi (attela 4.6.2.1. ieklauti tikai X,X;XsXg, X;X3XsXgXg)-

Katram ievaddatu virknes vieninieka bitu skaitam p €{3,..,15} grafa eksistés virsotne ar
nosaukumu |x| = p. Saja virsotne no visiem labas puses monomiem ar pakapi p ieies
Skautnes ar pliismas ierobezojumu 0 < f <1, kas nozimg, ka visiem funkcijas rezultatiem ir
jabiit vienadiem ar 0 vai 1. Savukart no Skautném |X| = p uzieteku t ies Skautnes ar
ierobezojumu t < f <t , kur t ir skaitlis no viena mainiga polinoma tabulas kolonnas ar

numuru p —summarais gadijumu skaits, kuros ievaddatu virknei ar precizi p vieninieka

bitiem atbilst funkcijas rezultats 1.
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lerobeZojumi Skautném, kas iet no grafa (skat. 4.6.2.1. att.) kreisas puses koeficientu
virsotném uz grafa labas puses ievaddatu virsotném, atbilst neviennozimigo koeficientu
pielaujamam vértibam, kuras esam noskaidrojusi nodala 4.5.2. Ta ka jebkura koeficienta
vertiba vienada apméra ietekme€ visus ar So koeficientu saistitos funkcijas rezultatus, tad no
katras grafa kreisas puses koeficientu virsotnes visu izejoSo Skautnu plismas lielumiem ir
jabut vienadiem sava starpa. Savukart no iztekas s uz katru no grafa kreisas puses koeficientu
virsotném atlauts virzit tiesi tadu plismas daudzumu, cik summari var biit nepieciesams, lai
velak So pliismu jebkurai no iespgjamam koeficientu vertibam varétu sadalit vienadas dalas
talakai virziSanai uz grafa labas puses ievaddatu virsotném.

Diemzel augstak aprakstitos ierobeZojumus attieciba uz vairakas Skautné€s vienlaicigi
tekoSo vienado (bet stingri neierobezoto) pliismu apjomu ieviest nav iesp&ams. Tapec
modificésim $o grafu, katru no kreisas puses koeficientu virsotném sadalot tik atseviskas
virsotn&s, ar cik dazadam vertibam var biit vienads attiecigas monoma pakapes koeficients.

Pieméram, 4. pakapes monoma koeficienta iesp&jamas vertibas ir no -2 lidz 3, ieskaitot.
Tapéc katru no 4. pakapes koeficientu virsotném sadalisim 6 dazadas virsotnés. Pirma no §tm
virsotné€m pa katru no $kautném uz grafa labo pusi virzis precizi 3 plismas vienibas; otra no

§Tm virsotném — precizi 2 plismas vienibas, utt.

4.6.2.2. att. Plismas grafa biivéSanas otrais posms, attélotas tikai daZas no grafa virsotném

Gadijuma, kad grafa vélamies attélot negativu koeficientu —e, izveidojam tadas pasSas
Skautnes un to ierobezojumus ka koeficientam e, bet pamainam $o $kautnu virzienu uz
pret&jo. Skautnes, kas iet virziena no labas grafa puses uz kreiso, Zimésim ar raustitu Iiniju.
Negativi koeficienti atnemot dalu no toposa funkcijas rezultata. Sada veida no grafa labas
puses ievaddatu virsotném ,,atnemtai” pliasmai ir kaut kur japazud, tapéc So plismu no grafa
kreisas puses vélak pilniba novadisim uz ieteku t (skat. 4.6.2.2. att.).

Tomér ar attéla 4.6.2.2. att€lotais grafs nav pabeigts. Paslaik plasma tiek laista caur

visam grafa kreisas puses virsotném neatkarigi no to koeficienta vértibam. Grib&tos panakt,
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lai no vairakam viena monoma dazadu koeficientu virsotném tiesi viena tiktu lietderigi
izmantota grafa labas puses ievaddatu virsotn€s, bet visas pargjas $im monomam atbilstosas
virsotnes ar citiem koeficientiem no tam izejosas plismas ,,iz8kérdétu”. Tap&c no iztekas s
katra no virsotném laidisim vienu papildus plismas vienibu, ka arT vecam $kautném starp
grafa kreisam un labam virsotn@m ar papildus pievienotas virsotnes palidzibu ieviesisim
stingrus ierobezojumus no apaks$as un augsas, lai pa tam turpinatu tecét tads pats plismas
daudzums, kads tec&ja Iidz Sim. Tad&jadi papildus ieviestajai plismas vienibai biis divi
iesp&jamie celi — vai nu tecét uz grafa ieteku t uzreiz, vai nu tecét uz t caur jaunpievienoto

virsotni chosen (skat. 4.6.2.3. att.).

f<1

> P /
4<f<4 \
8

3<f<3 '
1=f<1 7
CXiXsXsXg > f<1, est=12

3<f<3
f<
f<1, cst=128 » =

2<f<
CKXaXeXa)

<1, cst=512

3<f<3, cst=-2688

f<1, cst=2048 chosen >

4.6.2.3. att. Plismas grafa biivéSanas treSais posms, attélotas tikai daZas no grafa virsotném

No virsotnes chosen uz grafa ieteku t novilkta skautne ar tadu ierobeZojumu, lai caur to
vajadz@tu iet tiesi tadam plasmas daudzumam, no cik 3., 4. un 5. pakapes monomiem sastav
mekl&tais polinoms (attéla 4.6.2.3. kreisaja pusé att€loti tikai 3 dazadi monomi, tap&c ari $Ts
Skautnes caurlai$anas sp&ja ir 3< f <3).

Ar virsotni chosen (un turpmak ari — penalty) savienoto Skautnu pliismu apraksta
turpmak izmantosim cenu, kura atbilst Skautnes izmantoSanai kopuma, nevis par katru no
pliismas vienibam, kas tek $aja $kautné. So nepilnibu var viegli novérst, vienas divnieka
pakapes cenas vieta izmantojot p dazadu divnieka pakapju summu prieks vieninieka plismas

Skautném. Savukart Skautni, kas no augSas un apakSas ierobeZota ar pliismas apjomu p,
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varam sadalit p atseviskas vieninieka pliismas Skautnés, katrai no kuram biis unikala

divnieka pakapes cena.

Lai nodrosinatu, ka prieks katra unikala monoma caur virsotni chosen tecétu vienibas
plisma tiesi vienai no vairaku §T monoma koeficientu virsotném, visam no $im koeficientu
virsotném uz virsotni chosen izejo$am vienibas $kautném pieliksim vienadu cenu 2*.
Savukart starp dazadu monomu koeficientu virsotném vertibam k arT jabuit dazadam.

Skautnei, kas novilkta no chosen uz ieteku t, uzliksim cenu Z— 2", kurar K™ tiek apzZiméeta
ieK”

visu izmantoto vertibu k kopa. Kopgjai plismai grafa izveidosim nosacijumu, ka tas cenal
noteikti jabiit vienadai ar 0.

Ta ka jebkuram skaitlim Z— 2' atbilst tiesi viens veids to izteikt ka dazadu divnieka
ieK”

pakapju summu, tad 1idz ar to esam izveidojusi ierobezojumu, ka caur virsotni chosen tecés
tiesi viena pliismas vieniba no katra unikala kreisaja grafa pus€ izvietota monoma. Mekletaja
polinoma §1 monoma koeficients biis vienads ar to, no kuram atbilstosas virsotnes tek §1
vienibas plisma. Savukart plismas grafa tagad jaatrod iesp&ju anulét visas plismas no tam
koeficientu virsotném, kuram papildus vieninieka pliisma iet pa tieSo Uz ieteku t, nevis cauri
virsotnei chosen.

Cpenalty >

<1, cst=0

<0. cst=0

<1, cst=1
<f< < Osf<
Ry @SS ST
1<f<1 = s f<0
C XXX > f<2, cst
== -~ =.

__ 315<f<31

Osi<t 126<f<126 T >
6

— KX Xs XX

<2, cst=-4
<1, cst=512
3<f<3, cst=-2688

<1, cst=2048

4.6.2.4. att. Polinoma meklé$anas uzdevumam atbilsto$a pliismas grafa piemeérs, attélotas tikai

daZas no grafa virsotném

Visam virsotn€m, kuras vieninieka plismu nevar izstumt caur virsotni chosen, pa celam

uz izteku uztaisisim virsotni penalty (skat. 4.6.2.4. att.). Vienas plismas vienibas

42



parvieto$ana no monoma koeficienta virsotnes uz virsotni penalty maksas 2'. Katrai

koeficienta virsotnei skaitla r lielums bs unikals — pat viena monoma atbilstosam dazadu
koeficientu virsotném. Aizvien atstasim ar1 nosacijumu, ka pliismas cenai visa grafa kopuma
ir jalidzinas precizi 0. Lidzigi ka ar virsotni chosen, izvélésimies tadas r vertibas, lai prieks

jebkada kopgjas plismas apjoma So cenu summu visa grafa Z 2" (kurar R” tiek apziméta

ieR”
visu izmantoto r vértibu kopa) varétu izteikt tikai viena veida.

Ja no koeficienta virsotnes vieninieka pliisma virzas uz virsotni penalty, tas nozimg, ka
koeficients ar $adu vértibu attiecigajam monomam neietilps mekl&ta polinoma reprezentacija.
No §1s plismas vajadzetu kaut ka atbrivoties — tapéc no vidus virsotném izveidosim Skautnes,
kas par cenu —2" (izmantojot vienigo veidu, ka kompensét attiecigas penalty skautnes

samaksato cenu 2") var novadit visu §Ts virsotnes plismu pa tieSo uz grafa ieteku t, ignorgjot
grafa labas puses ievaddatu virsotnes. Sada veida atbrivojamies no neértam pliasmam, kuras
neatbilst polinoma izmantotajiem koeficientiem.

Tatad esam polinoma mekl&Sanas uzdevumu noreducgjusi uz tadas maksimalas plismas
mekl&Sanu grafa, kuras summara cena bitu vienada ar 0. Atrodot $adu plismu, ir zinams, ka
katram no polinoma 3. [idz 5. pakapes monomiem atbilst tas koeficients, no kura virsotnes
grafa iet vieninieka pliisma uz virsotni chosen. Ja nav iesp&jams visu iztekas s plismu
novadit Iidz ietekai t, vai arT nav iesp&jams uzbiivét So pliismu ta, lai tas veértiba bitu 0 — tad

polinoms neeksiste.
4.6.3. Zinamie algoritmi pliismu uzdevumu risinasanai

Uzbuveta grafa daudzam Skautném eksisté pliismas apjoma ierobeZojumi no apaksas,
kuru vertiba ir lielaka par nulli. Lai atrastu lielako plismu §ada grafa, tas no sakuma ir
japarveido ta, lai nevienai $kautnei ierobezojumu no apaksas vairs nebitu. Parveidojums ir
iespe€jams, izveidojot grafa papildus iztekas un ietekas un starp tam atrodot maksimalo
plismu [7].

Uzbiivetais grafs sastav no §adam virsotném:

v’ 4 unikalas virsotnes s, t, chosen, penalty;

v/ 12 virsotnes |x| = p katram no ievaddatu virknu garumiem p e{3,..15};

v’ 32647 (iegiistams ka ZCnp ) virsotnes, kas atbilst katrai no ievaddatu virkném
3<p<i5

garuma p €{3,..,15};
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v’ 113932 (ieglistams ka 2 x (1>< Cl+4xC +17xC}, )) monomu nenegativu
koeficientu virsotnes grafa kreisaja pusé, ka ari katrai no pamatvirsotném viena
paligvirsotne grafa vidi;

v/ 189735 (iegiistams ka 3x (1>< Ch+2xCyy +20xC), )) monomu negativu
koeficientu virsotnes grafa kreisaja pusé, ka ari katrai no pamatvirsotném divas
paligvirsotnes grafa vida.

Tatad grafa kopgjais virsotnu skaits N ir vienads ar 336330, savukart Skautnu
skaits M ir vienads ar virsotnu skaitu N, kas pareizinats ar nelielu konstanti.

Maksimalas pliismas atrasana grafa no N virsotném un M $kautném ir iesp&jama [6]

v' laika O(N x M ?) ar algoritmu Ford-Fulkerson;

v' laika O(N?x M) ar algoritmu Preflow-Push;

v' laika O(N?®) ar algoritmu Lift-To-Front.

Atrodot jebkadas cenas maksimalo plismu, iesp&jams no tas iegiit minimalas cenas
maksimalo plismu ar ciklu svitro$anas algoritma palidzibu (cycle-canceling algorithm). Sim
nolikam grafa secigi jaatrod visus tadus ciklus ar negativam cenam, katra no kuru Skautném
iesp&jams pamainit plismas tec€Sanas apjomu ta, ka kopg&ja plisma grafa nemainas, savukart
kopgjas pliismas cena samazinas. To ir iesp&jams izdarit laika O(N* xC x P), kur P ir lielaka
iesp&jama Skautnes caurlaidsp&ja grafa un C ir péc absolutas veértibas lielaka skautnes cena
grafa [8].

Ieverosim arT to, ka katra no grafa Skautném ir atlauts virzit tikai tadus pliismas
apjomus, kuri ir izsakami veselos skaitlos. Sis Tpasibas dél uzdevums paliek sarezgitaks.

Diemzgl autoram nav izdevies atrast informaciju par to, vai $aja nodala ieglitajam
uzdevumam par konstantas cenas lielakas pliismas atraSanu grafa eksist€ polinomiala laika

risinajums.
4.7. Polinoma izteikSana ka vairaku polinomu summu

Atkariba no mainiga X, vertibas, mekléta polinoma uzvedibu var sadalit divos
atseviskos gadijumos: X, =0 vai Xx,; =1. Tatad So polinomu varam izteikt ka
p=A+X;xB,kur A un B ir polinomi, abi no kuriem nesatur mainigo x,.. A ir 5. pakapes

14 mainigo polinoms, bet B ir 4. pakapes 14 mainigo polinoms.

Gadijuma x,, =0 polinoma p vértiba ir vienada ar polinomu A . Savukart gadijuma

X;s =1 polinoma p vértiba ir vienada ar A+ B (tatad p = A+ X5 x B var parveidot ari par
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P =(1-X;5)*x A+ X5 x (A+ B)). Méginasim izpétit polinomu p, A, B un A+B
savstarpgjas likumsakaribas. Turpmak $aja nodala polinomu A+ B sauksim ari par AB .

Ievérosim, ka ar1 polinoms AB ir 5. pakapes 14 mainigo polinoms.

Acimredzams, ka katram no polinomiem p, A un AB — visu argumentu definicijas
apgabali ir {0,1}. Polinomu A un AB vértibu apgabali sakrit ar polinoma p vértibu
apgabalu{0,1}. Savukart, lai gadijuma x,; =1 saglabatos nosacijums par polinoma p vértibu
apgabala atbilstibu kopai {0,1}, polinoma B vértibu apgabals ir ierobezots veértibas {—1,0,1}.
Pieméram, ir pielaujams gadijums, kad A(x) =1 un B(x) = -1, jo polinoms AB(x) =0
aizvien atbilst sava vertibu apgabala ierobezojumiem.

Meklésim polinomu A un AB viena mainiga polinomus (skat. 4.7.1. tab.). Polinoma p
rezultats pie jebkuras X, vertibas dalgji vai pilnigi sastaves no polinoma A. Bet polinoms
AB mis interesé tikai gadijuma, kad x,; =1.

Ta ka polinoma B vertibu apgabals var bt {-1,0,1}, tad darba izmantotie
kombinatoriskie viena mainiga polinomu skaidrojumi $aja gadijuma nav sp&ka un pieminét
sakotngja polinoma B viena mainiga polinomu nav jegas.

Izmantojot nodala 4.5.3. iegiitos ierobezojumus, zinam, kaVie N, o Zc{i}uL =1,
LeF (N;s{i}. 4}

tapec saskaitama X, x B ietilpstosa polinoma B visu koeficientu summa ir vienada ar 1.

4.7.1. tabula

Polinomiem p, A un AB atbilstoSie viena mainiga polinomi, zinamas vértibas aizpilditas

0] 1] 2 .. (13114115
P |0]15]104| .. |O |01
A |0]14 0| -
AB |1 1] -

Ja visi 15 ievaddatu virknes biti vienadi ar 1, tad
v’ vienigais iesp&jamais polinoma p rezultats ari vienads ar 1;
v" X, =1 un, ta ka visi polinoma B 14 ievaddatu biti ir vienadi ar 1, polinoma B
rezultats ir 1.
Nonakam pie secinajuma, ka pie 14 ar vieninieku vienadiem ievaddatu bitiem polinoma
A rezultats ir vienads ar 0, savukart $aja pasa gadijuma polinoma A+ B rezultats ir 1.
Ja kopgjais ievaddatu vieninieku bitu skaits ir 0, tad actmredzot arT x;; = 0 un polinoma
p rezultats ir vienads ar polinoma A rezultatu. Abi §iem polinomiem rezultati ir vienadi ar 0

— tatad, polinoma A nulltas pakapes monoma koeficients arT vienads ar 0.
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Turpmak $aja nodala ar M " apzim@sim polinoma M rezultatu skaitu, kas ir vienadi ar
1, starp visam iesp&jamam ievaddatu bitu virkném ar precizi b vieninieka bitiem

Skirojot péc mainiga X, vértibas, ieglistam vienadibu p' = A'+ AB®: A' gadijuma
X =0 un AB® gadijuma x,, =1. Acimredzami, ka A" <14 sasniedz liclako vértibu, ja visi

polinoma A pirmas pakapes monomu koeficienti ir vienadi ar 1. Savukart AB° <1 sasniedz

lielako vértibu, ja polinoma AB nulltas pakapes koeficients ir 1. Taka p* =15, tad abos
gadijumos lielakas A" un AB° vértibas tiek viennozimigi sasniegtas un péc indukcijas

skaidrs, ka arT B® =1. Tatad paslaik mums ir zinams, ka A=0+ D X +... un B=1+....
1<i<14

Iepriekseja rindkopa pielietotais novérojums var bt visparinats [idz
vk e p* = A“+ AB*". Bet AB“" ir vienads ar tadu ievaddatu virknu skaitu, kas satur precizi
k —1 vieninieka bitus un kuram izpildas (A(X) =0 A B(x) =1) v (A(X) =1A B(x) =0).
Diemzél §is veids izteikt polinoma AB*™ vértibu nedod iesp&ju kaut ko vienkarsot. M@s
nezinam nevienu no polinomiem A un B, bet $aja gadijuma bitu nepiecieSams skirot ne tikai
polinomu dazado rezultatu skaitu, bet ari to, kadus no Siem rezultatiem katrs no polinomiem
atgriez pie vienadas ievaddatu virknes X.

Jebkuram 14 mainigo polinomam M , nezinot nekadu papildus informaciju, speka ir
acimredzams ierobezojums 0 < M® <C/,. Vairakam k v@rtibam varétu parlasit visas
pielaujamas A“ un AB*™' vértibas, kas summa vienadas ar mums zinamo p“. Iegiistot §adas
vertibas pieciem dazadiem Kk gadijumiem, pargjas vertibas varétu parlasit ar interpolacijas
palidzibu, tapat, ka to izdarijjam, mekl€jot polinomu p . Tomer péc autora domam ir loti maza

varbiitiba, ka, darbojoties $adi, sanaktu vienkarSot apskatamo uzdevumu.
4.8. Rijigais algoritms mekléta polinoma atrasanai

Nemot véra nodala 4.5.1. pieminétos novertejumus par dazadu polinoma reprezentaciju
skaitu, kas atbilst 5. pakapes viena mainiga polinomam, — pilna parlase mekl&ta polinoma
atraSanai nestradas pietiekami efektivi. Tap&c polinoma mekl&Sanai izmantosim rijigo
algoritmu.

Sis algoritms no patvaligi uzgenerétam polinoma kombinatoriskam reprezentacijam
(turpmak sauksim arT par pozicijam) izvél€sies tadu, kuras novertgjums ir péc iespejas
mazaks. Tad no pasreiz€jas polinoma reprezentacijas katra soli tiks méginats nomainit kadu

no reprezentacija ieklautajiem monomiem pret citu tadas paSas pakapes monomu, kas
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reprezentacija nav ieklauts. No visam iesp&jamam $ada veida nomainam tiks izveleta ta, kura
noved pie jaunas polinoma reprezentacijas ar péc iesp&jas mazaku novertgjumu.

Tadgjadi viena mainiga polinoma tabulas nosacijumi attieciba uz mekl&ta polinoma
rezultatiem prieks$ 0, 1, 2, 3, 4 un 5 vieniniekiem ievaddatu bitu virkné vienmér saglabasies,

savukart parbaudit naksies tos nosacijumus, kas atbilst visiem par€jiem vieninieku skaitiem

no 6 lidz 15.
4.8.1. Pozicijas novertejuma noteikSana rijiga algoritma

Pielietojot rijigo algoritmu, ir jaiemacas noveértét jebkuru atseviski apskatamu patvaligu
poziciju. Vertgjot poziciju, skaitisim taja ,,nekartibas” — jo vairak nekartibu, jo lielaks ir
poZicijas skaitliskais novértgjums. Nulles novert€§jums atbilst atrastajai atrisinajuma pozicijai.
Novertgjums varétu sastavet no divam dalam:

v" cik kopa ir tadu ievaddatu virknu, kuram funkcijas rezultats nav vienads ar 0 vai
1 —tas ir svarigakais raditajs, katra no $adam nekartibam novértéjumu palielinas
par skaitli R ;

v' katram iesp&jamam vieninieka skaitam p ={6, ..., 15} ievaddatu bitu virkng —

cik funkcijas rezultatu, kas vienadi ar 1, trukst (vai parpalikuma) Iidz viena
mainiga polinoma tabula noraditas vértibas sasniegSanai — katra vieninieka
rezultatu (to paSu skaitisim arT prieks nulles) skaita novirze no vélama par vienu
vienibu palielina pozicijas novert§jumu par S .

Intuitivi gribétos prioritizét pirma veida nekartibu noveérsanu, bet vairaku izvelu
gadijuma laut otra veida nekartibam biit par izSkiro§am. Tatad neatkarigi no otra veida
nekartibu skaita, pat vienas pirma veida nekartibas noveérSanai/nepielausanai ir jabiit par
prioritati.

Nodala 4.5.1. paradijam, ka pie precizi 0, 1 vai 2 vieninieka bitiem ievaddatu virkné
attiecigie polinoma koeficienti ir viennozimigi atrodami. Tapéc paslaik apskatamas pozicijas
reprezentacija sastav no 175 tresas pakapes monomiem, 315 ceturtas pakapes monomiem un
126 piektas pakapes monomiem — un ari Siem monomiem atbilstoSais funkcijas vieninieka
rezultatu skaits péc polinoma kombinatoriskas reprezentacijas definicijas ir pareizs. Lielakais
otra veida nekartibu skaits 5. pakapes n mainigo polinoma pozicijai ir
CP+C/+..+C" +C — gadfjuma, kad prieks visam ievaddatu virkném ar vieninieka bitu

skaitu virs 5 jebkurs funkcijas rezultats nav vienadas ar 0 vai 1.
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Lai viena pirma veida nekartiba butu svarigaka par jebkuru otra veida nekartibu skaitu,

nepieciesams, lai izpilditos R>Sx »'C| . Priek§ n=15 vértiba » C, ir vienada ar 27824,

6<i<15 6<i<15

tapec varam izveleties Sadas vertibas: R =27824+1 un S =1.

4.8.2. Vienas polinoma reprezentdcijas ietvaros pastavosas simetrijas

Katru no polinoma reprezentacijam pastavosSo simetriju dél var izteikt vairakos veidos.
Lai nepielautu iesp€ju, ka algoritms atkartoti apskata jau apstradato poziciju vai pat ieciklojas,
apskatisim §Ts simetrijas un méginasim ieviest papildus nosacijumus, lai katru no pozicijam
varétu attélot tikai viena veida:
v" jebkadu no k -tas pakapes monomiem var uzrakstit k! veidos, parkartojot to
sastado$o mainigo secibu. Tomer pozicijas butibu $adi parkartojumi nemaina.
Tapéc monomus pierakstisim ta, lai to sastadoSie mainigie X; reizinajuma ietu
indeksa i picaugSanas seciba;
v’ apskatot visus reprezentacija ietvertos k -tas pakapes monomus (apzimésim to

skaitu ar p), ari tos varam Uzrakstit jebkura savstarp&ja seciba, tas ir — attiecigi
p! veidos. Tapéc katrai no pakapeém k ={3,4,5} visus atbilstoSos monomus

polinoma reprezentacijas pieraksta varétu sakartot to sastadoso k mainigo
indeksu secibas piecaugSanas seciba;
v' pastav vél viena veida simetrija — jebkura pozicijas pieraksta varam n! jeb

151~ 1,3x10° veidos sava starpa samainit 15 mainigo nosaukumus (X;) vietam.

Actmredzams, ka pozicija nemainas, bet tas pieraksts, pec ieprieks€jo divu
simetriju noversanas, ar lielu varbitibu paliks citadaks.

Pirma veida simetrijas ir nepiecieSams noverst, jo ar divu monomu salidzinasanas
nepiecieSamibu rijiga algoritma izpildes laika sastapsimies loti bieZi. DiemzZ€l nav zinams
efektivs veids noverst tresa veida simetrijas, un arT otra veida simetriju novérSanai jateré
daudz algoritma darbibas laika resursu. Tapéc novertesim, kuros gadijumos otra un tresa
veida simetrijas var rasties.

Rijigais algoritms katra soli centisies uzlabot apskatamas pozicijas novertejumu. Ja
simetriju del jau otro reizi tiek apskatita ta pati pozicija, tad kartja soli pasreizgjas pozicijas
novertéjumu uzlabot nav izdevies — izvéle krita uz simetrisko poziciju ar tadu pasu
novertejumu.

Lai pasliktinatu simetriskas pozicijas izveéles varbiitibu, katra solt rikosimies sekojosi:

v' ja atradam poziciju ar labaku novértéjumu par teko$o poziciju — izvélamies to;
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v' ja labaks novertgjums vél nav atrasts, un atnak i-ta $i sola laika sastapta pozicija

. o . . e 1 .
ar novert§jumu vienadu ar pasreizgjo poziciju — ar varbitibu p == atceramies
|

jauno poziciju ka paslaik labako sastapto.
Tadgjadi katru no pozicijam, kuru novertéjums ir vienads ar pasreiz&jas pozicijas
novertejumu, neveiksmiga sola laika talakai apstradei izv€l€simies ar vienadu varbitibu. Tas
aizvien atstaj risku, ka m&s ieciklésimies savstarp&ji simetriskas pozicijas, tomér §is idejas

pielietojums var€tu sniegt labakus rezultatus par determinétu nakamas pozicijas izveli.

4.8.3. Sakuma pozicijas Kirkamana skolniecu uzdevuma risinajuma veida

Nonakot pie koeficientu izv€les polinoma reprezentacijas 3. pakapes monomiem, sava
darba E.Kalnina izteica ideju, ka atbildes atrasanai varétu palidzet funkcijas vieninieka
vertibam atbilstoSo ievaddatu kortezu simetriskais izvietojums [9]. Parbaudisim So
pienémumu. Musu mérkis ir izvéleties ievaddatiem atbilstoSos monomus ta, lai katri divi no
n mainigajiem viena un taja pasa monoma (Starp visiem funkcijas rezultatam 1 atbilstoSiem
monomiem) biitu sastopami precizi k gadijumos.

Sis uzdevums ir Kirkmana skolnie¢u uzdevuma modificgjums. Kirkmana skolnie¢u

sakotngjais uzdevums prasa sadalit 15 skolnieces grupas pa 3 skolnieceém 7 secigu dienu laika
(kopa % x 7 =35 grupas), lai nekadas divas no tam viena un taja pasa grupa nenoklitu divas

reizes.

Misu 15 mainigo polinoma interpretacija Sis uzdevums skanés $adi — jasadala 15
skolnieces grupas pa s skolniecém, lai visu dienu laika kopa pastaigaties sanaktu g grupam,
un $aja laika spridi katras no divam skolniecém tiktos precizi k reizes. Ta ka visiem no
funkcijas vieninieka rezultatam atbilstoSiem monomiem jabut dazadiem, tad ar attieciba uz
Kirkmana modificéto uzdevumu jaizvirza nosacijums, ka nekadas divas no grupam nedrikst
pilniba sakrist.

4.8.3.1. tabula

Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma izmantotie parametri

Grupas izmers (s) Grupas kopa (g) Dienas TikSanas reizes (k)
3 175 35 5
4 315 105 18
5 126 42 12

Nezinamas mainigo veértibas iegtistam Sadi:

49




v’ s ir vienads ar 3, 4 vai 5 — vieninieku skaitu ievaddatu korteza (jeb attieciga
monoma pakapi), Visus no kuriem vélamies iegit, atrisinot Kirkmana uzdevumu;

v g ir vienads ar viena mainiga polinoma tabula noradito gadijumu skaitu, kad

funkcijas rezultats ir vienads ar 1 prieks ievaddatu bitu virknes ar precizi s
vieniniekiem;
v' dienu skaits ieglistams, dalot kopuma nepiecieSsamo grupu skaitu g ar to grupu

skaitu, ko vélamies izveidot katra no dienam (vienas dienas grupu skaits

acimredzami neparsniedz LE J )i
S

v' katru divu iesp&jamo skolniecu tik§anas reizu skaits k iegtistams ka k = gx_ZCSZ
15
— kopgjais grupu skaits reizinats ar dazadu skolniecu paru skaitu, ko var izveidot
katra no grupam, dalits ar kop&jo iesp&jamo paru skaitu (no 15 skolniecém var
izveidot C} =105 dazadus parus).
Ka noradijam Kirkmana uzdevuma risinasanai izmantoto mainigo vertibu tabula (skat.
4.8.3.1. tab.), prieks tris skolniecu grupas izméra mekl€sim 175 grupas, nevis 280 grupas — 81

izvele ieprieks tika pamatota nodala 4.4.

4.8.4. Risindjuma atrasana Kirkmana modificétajam uzdevumam

Kirkmana skolniecu modificéta uzdevuma risinagjuma iegtiSanai pamainisim avota [10]
aprakstito klasiska Kirkmana uzdevuma risinjumu. Sim uzdevumam izmantosim rijigo
algoritmu, kas glabas nesen izdarito parveidojumu aprakstu nakamas pozicijas iegtiSanai, ka
arT nelaus $adus paSus parveidojumus 1sa laika spridi pielietot atkartoti, lai noverstu risku
iecikloties starp nedaudzajam pozicijam uzdevuma lokala minimuma punktos.

Algoritms sastaves no sekojosam dalam:

v' sakuma pozicijas izveidoSana — izmantojam gadijumskaitlu generatoru, lai
izveidotu sakuma poziciju, kas sastaves no pareiza grupu un skolniecu skaita,
bet nepievérsis uzmanibu, cik reizes tiekas jebkadas divas no skolniecém;

V' pozicijas noveértéjuma funkcija — [idzigi polinoma mekl&sanas rijigajam
algoritmam, ar1 Kirkmana uzdevuma ,,nekartibas” palielinas pozicijas
novertgjumu, bet atrastajam risinajumam atbildis pozicija ar novertgjumu 0.
Katram no divu skolniecu pariem tiks saskaitits, Cik reizes visu dienu laika $is
skolnieces kopuma tiekas. Novértéjums katram parim tiks palielinats par tadu

vertibu, cik tikSanas reizu $Tm skolniec€m ir par daudz vai par maz, salidzinot ar
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nepiecieSamo raditaju k . Savukart katra no skolniecu grupam, kas visu dienu
laika nemainiga sastava ir sastopamas vairak par vienu reizi, novertéjumu
palielina par 5 vienibam;

v’ pozicijas izmainas viena sola ietvaros — katrai no dienam méginam visos
iesp&jamos veidos savstarp&ji samainit divas skolnieces no dazadam grupam.
Izvelamies tadas divas skolnieces, lai jaunizveidotajai pozicijai biitu péc iesp€jas
mazaks novertéjums;

v' nesen apmainito skolnie¢u statistika — no briza, kad divas skolnieces no dazadam
grupam tiek samainitas kada no dienam, 30 nakamo solu laika ir jaaizliedz
atkartoti mainit §is skolnieces §is pasas dienas ietvaros. Pieméram, $adu divu
skolniecu mainu verte€sim sliktak neka jebkadu citu iespgjamo mainu nakamo 30
solu laika.

No Kirkmana skolnie¢u uzdevuma atrastajiem izkartojumiem vairakos veidos
méginasim sastadit rijiga polinoma mekl&$anas algoritma sakuma pozicijas un salidzinat to

novertéjumus ar varbiitiski uzgenerétam sakuma pozicijam.
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5. REZULTATI

5.1. Biila funkcijas ar mis intereséjosam vaicajoSo algoritmu sarezgitibam

Atcer€simies, ka §1 darba izvirzitais mérkis ir atrast un izpétit tadas Bila funkcijas,
kuram kvantu vaicajosa algoritma sarezgitiba ir labaka par determinéta vaicajosa algoritma
sarezgitibu.

Darba gaita tika apkopota informacija par vaicajoSiem algoritmiem, kuri var tikt
izmantoti Bila funkciju rezultata atrasanai. No vairaku veidu vaicajosiem algoritmiem ir
apskatiti determinéts vaicajosSais algoritms un kvantu vaicajosais algoritms. [zmantojot
funkcijas jutiguma merus, paradijam pastavosas sakaribas starp dazada tipa vaicajoso
algoritmu sarezgitibam. Noskaidrojas, ka mekl&jam tadas Biila funkcijas, kuru pakape ir
mazaka par to determinéto sarezgitibu.

Biila funkcijam, kuru pakape ir mazaka par 5, jau atrasti pieméri ar labako iesp&jamo
determinéto sarezgitibu, tapec tika apskatiti tiesi 5. pakapes polinomi.

Ar polinoma simetrizacijas metodes palidzibu izdevas atrast viena mainiga polinomus,
kas var€tu atbilst mis interes€josam 5. pakapes 15 mainigo funkcijam ar determinéta
algoritma sarezgitibu 15. Pateicoties §im noveérojumam darba mérkis tika noformuléts
saprotamaka veida. Ir nepiecieSams atrast tadu 5. pakapes 15 mainigo funkciju, kura atbilst
kada no iegiito viena mainiga polinomu aprakstitiem nosacijumiem: atkariba no funkcijas
ievaddatu virkn€ eso$o vieninieka bitu skaita ir zinams, cik gadijumos meklétas funkcijas

rezultatam ir jabiit vienadam ar 1.
5.2. Piektas pakapes 15 mainigo polinomu meklésana

Iepriek$&jas nodalas tika piedavatas vairakas idejas 5. pakapes 15 mainigo polinomu
mekl&sanai:

v’ apskatitas kombinatoriski iegistamas likumsakaribas, kas apraksta
ierobezojumus uz mekl&ta polinoma koeficientiem vai ari kopam, kas sastav no
Siem koeficientiem (nodala 4.5);

v’ aprakstits veids, ka reducét jebkura p. pakapes m mainigo polinoma mekléSanu
lidz klasiska grafu uzdevuma nestandarta modifikacijai, kura prasits atrast
konstantas maksas lielako plusmu grafa (nodala 4.6);

v méginats polinomu izteikt ka divu mazaku polinomu summu, $kirojot to vértibas
atkariba no divam iespg&jamam mainiga X,, vertibam (nodala 4.7).
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Diemzel neviena no §tm idejam nepalidzgja atrast mekl€tos polinomus, tapéc daudz
uzmanibas tika veltits arT polinoma mekl€Sanai ar rijiga algoritma palidzibu (nodala 4.8). No
astoniem iesp&jami eksistéjoSiem 5. pakapes 15 mainigo polinomiem tika mekl&ti tadi divi,
kuru atbilsto$iem viena mainiga polinomiem piemit nodala 4.3. aprakstits simetriskums (skat.
5.2.1. tab.).

5.2.1. tabula

Meklétiem 5. pakapes 15 mainigo polinomiem atbilstoSie viena mainiga polinomi

0]1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12 |13 14|15

A. 1015|104 | 271|280 | 51 | 400 | 2163 | 4272 | 4605|2952 11085184 |1 | 0 |1
B.]0]15|104 | 280 | 315 | 126 | 490 | 2205 | 4230 | 4515 | 2877|1050 |1/5| 0 | 0 | 1

Rijiga algoritma sakuma poziciju veida méginats izmantot gan pilnigi varbutiski
uzgenerétas polinoma reprezentacijas, gan ar Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma

risingjuma palidzibu speciali uzgenerétas pozicijas.
5.2.1. Kirkmana skolniecu modificéeta uzdevuma risinajumi

Tika atrasti Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma atrisinajumi prieks§ dazadam
parametru vertibam (skat. 5.2.1.1. tab.). Risinatais uzdevums skangja sekojosi: nepieciesams

atrast veidu, kas skolnieces var pastaigaties g grupas pa k skolniecém d dienu laika, lai

jebkuras divas no skolniecém precizi t dienas atrastos viena un taja pasa grupa, ka ari divas
dazadas dienas nekadas divas grupas nedrikst pilnigi sakrist.

Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma risinajuma galvenas funkcijas pirmkods
ieklauts 2. pielikuma. Nakamajos pielikumos doti ar dazi no atrastajiem skolniecu
izkartojumiem.

Izpildes laiks tika mérits, darbinot risinajuma programmu ar $adas konfiguracijas

datoru: Intel Core 2 Duo E7300 @ 2.66GHz, 3.25 GB RAM, Win XP SP3.

5.2.1.1. tabula
Atrisinatie Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma gadijumi
Skolnieces Grupas | Grupu skaits | Dienas | TikSanas | Izpildes laiks | Risinajums
1zmers diena reizes pielikuma

15 3 5 35 5 0.359 sek. 3. pielikums
15 4 3 105 18 0.485 sek. 4. pielikums
15 5 2 63 12 5.906 sek. 5. pielikums

15 6 2 245 70 9.000 sek. -.

15 7 2 2115 846 174.532 sek. -

Atrastie izkartojumi priek§ grupu izmériem 3, 4 un 5 izmantoti, lai veidotu rijiga

algoritma sakuma pozicijas 5. pakapes 15 mainigo polinomu mekl&$anai. Atgadinasim, ka
53




misu polinoma kombinatora reprezentacija sastav no 175 tresas pakapes monomiem, 315

ceturtas pakapes monomiem un 126 piektas pakapes monomiem. Visos iesp&jamos veidos

meéginats dazam no $§Tm polinoma pakap&m visus atbilstoSos monomus izvéleties, izmantojot

iegiitos Kirkmana skolnie¢u izkartojumus. Tam monomu pakapém, kuru generésanai

konkrétaja gadijuma netika izmantots Kirkmana skolniecu modific€ta uzdevuma risindjums —

nepiecieSamais monomu skaits tika uzgeneréts varbutiski.

5.2.1.2. tabula
Dazadi veidi generét rijiga algoritma sakuma pozicijas, un tiem atbilstoSie novértéjumiem
Monomu pakapes, kuru Labakais pozicijas Vidgjais pozicijas Sliktakais pozicijai
generésanai izmantots novertejums novertjums novertejums
Kirkmana uzdevums
- 20039 (20659) 20608 (21033) 21093 (21277)
3. 20009 (20627) 22699 (23443) 22964 (23602)
4. 20028 (20692) 20464 (20962) 22946 (23618)
5. 20112 (20746) 20602 (21029) 21148 (21320)
3., 4. 22069 (22989) 22235 (23114) 22417 (23255)
3., 5. 20009 (20687) 22669 (23422) 22947 (23597)
4., 5. 20013 (20667) 20468 (20967) 22861 (23655)
3.,4.,5 22161 (23031) 22161 (23031) 22161 (23031)

Tabula 5.2.1.2 doti augstak aprakstita veida prieks tabulas 5.2.1. polinoma ,,A” iegiito
sakuma poziciju labakie, sliktakie un vid€jie novert€jumi — arpus iekavam minéts pirma veida
nekartibu skaits, bet iekavas minéts otra veida nekartibu skaits. Katra no tabula minéto veidu
pozicijam $aja pétijuma tika uzgeneréta 50000 reizes (iznemot poziciju ,,3., 4., 5.”, kura
pilniba sastav no Kirkmana skolnie¢u risinajuma izkartojumiem un tadéjadi tiek iegtta
viennozimigi).

Sada veida pétijums tika veikts tikai polinomam ,,A”, jo polinoma ,,B” sakuma poziciju
nav iespgjams izteikt Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma risinajuma izkartojumu veida

tam attieciga viena mainiga polinoma ipaSibu del.
5.2.2. Labakie iegiitie poziciju novertejumi rijiga algoritma darbinasanas gaita

Rijigam algoritmam katra sola ietvaros ir nepiecieSams apskatit ~ 0,74 x10°
(175x (C3 —175) +315x% (C,; —315) +126 % (C,, —126) ) iesp&jamos veidus, ka kadu no
pasreiz&jas polinoma reprezentacijas monomiem nomainit uz citu paslaik reprezentacija
neieklautu monomu. Savukart katrai no iesp€jamam monomu savstarp&jam mainam seko
jauniegiitas pozicijas novertéjuma iegiisana, kurai nepiecieSami ~ 7,6 x10°

( D.Cis x(C? +C{ +C;)) skaitloSanas soli.

6<k<15
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Sadu noveérteéjumu deé] 1pasa uzmaniba tika pieversta algoritma laika resursu patérina

uzlabosanai, ripigi test§jot iespgjamas atrdarbibu uzlabojosas izmainas. Lielaka dala no

kombinatoriskam funkcijam tika izrékinatas ieprieks un glabatas atmina, tadgjadi taupot laika

resursus uz atminas resursu rékina. Veicot §ada veida optimizaciju programmas skaitloSanas

zina kritiskaja pirmkoda dala, atrdarbiba tika uzlabota apméram 30 reizes. Pieméram, §ads

panémiens izmantots noteikta garuma kombinaciju kartas numuru iegtiSanai, ka art nakamo

péc kartas kombinaciju generésanai.

Par spiti uzlabojumiem, izmantojot datoru ar augstak minéto konfiguraciju, vienas

pozicijas noveértejums ilgst ~ 0.05—0.09 sekundes, savukart viena sola izdariSanai

nepiecieSamas ~16 stundas. Lai samazinatu katra sola ietvaros nepiecieSamo laika resursu

apjomu, rijiga algoritma realizacija, atrodot jebkuru poziciju, kura ir labaka par pasreizgjo —

uzreiz pamaina pasreizgjo poziciju uz atrasto un sak rijiga algoritma sola izpildi no jauna.

Tadgjadi tika panakts, ka 16 stundas viena sola izpildei nepiecieSamas tikai sliktakaja

gadijuma, pieméram, kad §T sola ietvaros pozicijas noveértejums netika uzlabots.

Lai vél vairak paatrinatu rijiga algoritma darbibu, dazos veikta p&tijuma laika posmos

pozicijas tika novertétas, nemot véra tikai tas nekartibas, kas rodas, apskatot polinoma

ievaddatu virknes, kuras sastopami precizi 6 vai 12 ar vieninieku vienadi biti. Autors izvirzija

pienémumu, ka, atrodot polinomu, kuram $ajos gadijumos neeksisté nekartibas, ir liela

varbiitiba, ka arT pargéjam ievaddatu virkném nekartibu skaits biis tuvs nullei. Diemzgl

neizdevas atrast pat tadu polinomu, kuram 6 vai 12 bitu vieninieku ievaddatu virknu

novertéjums biitu tuvs nullei.

5.2.2.1. tabula

Labakie no rijiga algoritma atrastajiem polinomiem, kas atbilst apskatitiem viena mainiga

polinomiem

Viena mainiga

Labakais polinoms,

Labakais polinoms,

Labakais polinoms,

polinoms Vertgjot visas vertgjot 6 vieninieka | vertgjot 11 vieninieka
(skat. 5.2.1. tab.) nekartibas bitu nekartibas bitu nekartibas
A 19247 (21069) 1124 (2814) 1189 (1189)
B 20527 (22285) 1355 (3013) 1262 (1262)

Katram no diviem tabula 5.2.1. min€tajiem viena mainiga polinomiem apskatisim

labakos atrastos polinomus atbilstosi pilnajam noveért€jumam, ka ar1 divu veidu dalgjiem

novertéjumiem (skat. 5.2.2.1. tab.).

Katru reizi, atrodot poziciju ar novert€jumu labaku par tekoSo poziciju, — jaunatrasta

pozicija tika saglabata uz datu nes€ja. Kopuma saglabatas 4281 dazadas pozicijas.
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Rijiga algoritma galvenas funkcijas pirmkodu var redzet 6. pielikuma, bet novertéjuma
funkcijas pirmkods atrodams 7. pielikuma. Augstak minéto algoritmu realizacijai izmantota

programmeésanas valoda C++, un kopuma uzrakstitais pirmkods aiznem 1275 rindinas.
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SECINAJUMI

Secigi apskatisim un novértésim darba gaita piedavatas idejas tadas Bila funkcijas jeb
tai atbilsto$a polinoma meklésanai, kas atbilstu kadam no uzgenerétajiem viena mainiga
polinomiem.

Apskatot konkrétu viena mainiga polinomu, tika iegiti vairaku veidu ierobezojumi
attieciba uz mekléta polinoma atseviskiem koeficientiem un visu koeficientu dazadu
apakskopu summam. Starp atrastajiem ierobeZojumiem pretrunas par polinoma eksistenci
atrastas neizdevas, un turpmak tie kluva par citu polinoma atrasanas ideju neatnemamu
sastavdalu. Tomer Sos ierobezojumus varétu biit iespgjams pielietot neatkarigas risinajuma
metodes izvirzisanai, piem&ram, risinot no tiem izveidotu vienadojumu sist€mu. Varetu tos
izmantot arT tada linearas programmésanas uzdevuma ietvaros, kas censtos minimizgt starpibu
kvadratu summu starp viena mainiga polinoma vértibam un kada bridi labakas iegiitas
funkcijas rezultatu statistiku.

Tika atrasts veids, ka noreducet polinoma mekl€Sanas uzdevumu lidz uzdevumam par
konstantas cenas maksimalo pliismu grafa. Lai gan minimalas cenas maksimalas pliismas
atraSana grafa ir loti plasi zinams klasisks grafu teorijas uzdevums, tomér netika atrasta
nekada informacija par to, vai tas ir risinams gadijuma, ja v€lamies stingri ierobezot
pielaujamo maksimalas pliismas cenu. Nemot véra ari to, ka §1 grafa katra skautné ir atlauts
tikai tads plismas daudzums, kas var bt izteikts vesela skaitla veida — uzdevumam varétu
neeksistét polinomiala laika risinagjuma. Tomer $o pliismas grafa uzdevumu nepiecieSams
izpétit rupigak. Neatkariba no ta, vai tas ir atrisinams, veérts apskatit ari to, vai kada veida
plismu pilna parlase $aja grafa nevarétu mums nepiecieSamo rezultatu dot ar mazaku laika
resursu patérinu, neka ar visu polinomu pilno parlasi vai rijiga algoritma darbinaSanu.

Vislielako neveiksmi cieta méginajums izteikt mekléto polinomu ka divu citu polinomu
summu. Diemzél §is idejas rezultata par polinomu jau zinamo informaciju sanacis izteikt tikai
nedaudz savadaka veida, bet netika iegtits prieksSstats, ka tas varétu kada veida palidzet
uzdevuma atrisinajuma atraSanai.

Daudz laika tika ieguldits rijiga algoritma izstradei un optimizacijai. Tom&r S§im
algoritmam aizvien nepiecieSami tadi laika resursu patérini, kas liedz giit pietiekami labu
priekSstatu par ta efektivitati. Algoritma iegiito poziciju nekartibu skaits salidzinajuma ar pasa
sakuma uzgenerétajam sakuma pozicijam nav stipri krities un aizvien atrodas loti talu no

vélama nulles novertéjuma. Rijiga algoritma atrdarbibas uzlaboSanai nepiecieSams dzilak
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izpétit polinoma kombinatorisko reprezentaciju simetrijas veidus un uzlabot to noteikSanas un
novér$anas panémienus.

Darba tika apskatits ieprieks izvirzits pienémums, ka Kirkmana skolniecu modificéta
uzdevuma risinajums varétu palidzet izdevigas rijiga algoritma sakuma pozicijas atrasanai.
Diemzél Sis pienémums neizradijas patiess, jo varbutiski uzgenerétu sakuma poziciju
novert&jumi ir salidzinami ar Kirkmana skolniecu risinajuma novértgjumiem. P&c autora
domam $aja joma uzlabojumus iegiit nav iesp&jams.

Darbu iesp&jams attistit, visparinot visas attieciba uz 15 mainigo polinomiem izvirzitas
idejas mazaka mainigo skaita polinomu meklés$anai. Attieciba uz rijigo algoritmu ipasu
uzmanibu japievers pozicijas novertéjuma noteiksanai gadijumos, kad tas atrodas tuvu nullei
un tadgjadi tiek sasniegta liela varbutiba iecikloties kada no poziciju novertejumu lokalajiem
minimumiem. Atrastos mazaka mainigo skaita polinomus varétu izmantot padzilinatai 15
mainigo polinoma atraSanas izpétei.

Nodala 1.5.2 tika minéts, ka viena mainiga polinoma ¢ pakape neparsniedz sakotngja
polinoma p pakapi jeb deg(q) < deg(p) . Saja darba, meklgjot 5. pakapes sakotngjos
polinomus, tika apskatiti viena mainiga polinomi ar pakapi deg(q) = 5. Nakotng ir vérts
apskatit mazaku pakapju viena mainiga polinomus, jo arT tie var atbilst kadiem no
sakotn€jiem 5. pakapes polinomiem.

Darba gaita tika piedavatas daudzveidigas iesp&jas problémas izpé&tei, un var apgalvot,
ka darba mérkis ir sasniegts. Darbu var attistit ari turpmak, dzilak izp&tot jebkadu no

apspriestam polinomu mekléSanas idejam.
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PIELIKUMI

1. pielikums. Ievérojamakie no atrastiem viena mainiga polinomiem

Saja pielikuma apkopoti visi 5. pakapes viena mainiga polinomi q(| X|) , kas atbilst

k €{5, ..., 15} mainigo sakotngjai Biila funkcijai un kuriem izpildas Vjeq(j)+q(k — j)=C/.

5. pakapes 5 mainigo polinomi: 0736291801
0501001 0747281701
051901 0758271601
052801 0769261501
053701 07710251401
054601 07811241301
055501 07912231201
056401 071013221101
057301 071114211001
058201 07121520901
059101 07131619801
0510001 07141718701

5. pakapes 6 mainigo polinomi: 07151817601
060101501 07161916501
061101401 07172015401
062101301 07182114301
063101201 07192213201
064101101 07202312101
065101001 07212411001
06610901 5. pakapes 8 mainigo polinomi:
06710801 087035562101
06810701 088235542001
06910601 089435521901
061010501 0810635501801
061110401 0811835481701
061210301 08121035461601
061310201 08131235441501
061410101 08141435421401
061510001 08151635401301

5. pakapes 7 mainigo polinomi:

0703322101
0714312001
0725301901

08161835381201
08172035361101
08182235341001
0819243532901
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0820263530801
0821283528701
0822303526601
0823323524501
0824343522401
0825363520301
0826383518201
0827403516101
0828423514001

5. pakapes 9 mainigo polinomi:
091513096832101
091643294802001
091773492771901
0918103690741801
0919133888711701
0920164086681601
0921194284651501
0922224482621401
0923254680591301
0924284878561201
0925315076531101
0926345274501001
092737547247901
092840567044801
092943586841701
093046606638601
093149626435501
093252646232401
093355666029301
093458685826201
093561705623101
093664725420001

5. pakapes 10 mainigo polinomi:
010232101262001182201
010246151261951142101
0102510201261901102001
0102614 251261851061901
01027 18301261801021801
010282235126175981701
010292640126170941601
010303045126165901501
010313450126160861401

010323855126155821301
010334260126150781201
010344665126145741101
010355070126140701001
0103654751261356690 1
01037588012613062801
01038628512612558701
01039669012612054601
010407095126 11550501
010417410012611046401
010427810512610542301
010438211012610038201
01044861151269534101
01045901201269030001
5. pakapes 11 mainigo polinomi:
011362541303323261401901
0113730131353273171351801
0113835221403223081301701
0113940311453172991251601
011404540150 3122901201501
011415049 1553072811151401
011425558160 3022721101301
011436067 1652972631051201
0114465761702922541001101
011457085175287245951001
01146759418028223690901
011478010318527722785801
011488511219027221880701
011499012119526720975601
0115095 13020026220070501
0115110013920525719165401
01152105148 21025218260301
0115311015721524717355201
01154 115166220242 16450101
0115512017522523715545001
5. pakapes 12 mainigo polinomi:
0125058 7106 462 686 488 162 16 0 1
0125164 211204626724741561501
01252 70 35 134 462 658 460 150 140 1
0125376 49 148 462 644 446 1441301
01254 82 63 162 462 630 4321381201
012558877176 462 616 4181321101
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01256 94 91 190 462 602 404 126 100 1

012 57 100 105 204 462 588 390 120901
01258 106 119 218 462 574 376 114801
01259112133 232 462 560 362 108 70 1
01260 118 147 246 462 546 348102601
01261124161 260462 53233496501
0126213017527446251832090401
01263 136 189 288 462 504 306 84 30 1
01264 142 203 302 462 49029278201
01265148217 316 46247627872101

012 66 154 231 330 462 462 264 66 00 1

5. pakapes 13 mainigo polinomi:
013649407512120412807151921401
01365 101 20 35526 1190 1252 695 185130 1
01366 108 40 63 540 1176 1224 6751781201
01367 1156091 554 1162 1196 6551711101
01368 12280119568 1148 1168 635164 100 1
01369129100 147 582 1134 1140615157901

5. pakapes 15 mainigo polinomi:

01370136120175596 1120 1112595150801
01371143140203 610 1106 1084 575143701
01372 150 160 231 624 1092 1056 555 136 6 0 1
01373 157 180 259 638 1078 1028 535129501

0 13 74 164 200 287 652 1064 1000515122401
01375171 220 315 666 1050 972495115301
01376 178 240 343 680 1036 944475108201
01377 185260371694 1022 916455101101
01378 192 280 399 708 1008 888 43594001

5. pakapes 14 mainigo polinomi:

01484178123 2852517162478 1974878186701
0 14 85 186 150 76 567 1716 2436 1926 85117860 1
01486194 177124 609 1716 2394 1878 824170501
014 87 202 204 172 651 1716 2352 1830 797 162401
01488 210231220693 1716 23101782 770154301
01489 218 258 268 735 1716 2268 1734 74314620 1
014 90 226 285 316 777 1716 2226 1686 716 138101
01491 234 312 364 819 1716 2184 1638 68913000 1

015104 271 280 51 400 2163 4272 4605 2952 1085184101
0 15105 280 315 126 490 2205 4230 4515 2877 1050 17500 1
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2. pielikums. Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma atrisinajuma
galvenas funkcijas pirmkods

/*
Kirkmana skolniecu problémas atrisindjuma atraSana, sakuma poziciju
generéjot ar gadijumskaitlu rezgi seed.
Ir nepieciesams izveidot group grupas no groupSize skolniecém katra no days
dienam,lai katra no girls skolniecém ar katru citu skolnieci tiktos precizi
frequency reizes.
Samainot vietam divas meitenes no vienas dienas, 3o mainu nedrikst atkartot
nakamo tabuTenture gajienu laika.
expandedOutput parada, vai ir niepiecieSams atrastad risinajuma aprakstu
saglabat 1pasa veida prieks talakas izmantoSanas 15 mainigo 5. pakapes
polinoma meklé&sSanai.
Rezultatus ieraksta failad filename.
*/
bool tabuSearch(int seed, int days, int girls, int groups, int groupSize,
int frequency, int tabuTenture, char* filename, bool expandedOutput)
{

// Nomé&ram risindjuma mekl&Sanas sakuma laiku.

clock t end, start = clock();

// Turpmdk mainigo vardi nozimés:

// "schoolgirl A" - skolniece ar vardu A,

// "girl A" - skolniece ar kartas numuru A.

int differentGroups = cnk[girls] [groupSize];

int* uniqueGroups = new int[differentGroups];

int* tabu = new int[days * girls * girls];

int* pairs = new int[girls * girls];

memset (uniqueGroups, 0, differentGroups * sizeof (int));
memset (tabu, 0, days * girls * girls * sizeof (int));
memset (pairs, 0, girls * girls * sizeof (int));

int* solution = new int[days * girls];

int* temporaryGroup = new int[groupSize];

// Izveido skolniecu izvietojuma sakuma stavokli.
srand (seed) ;
for (int 1 = 0; 1 < days; ++1i)

generateRandomSequence (&solution[i * girls], girls);

// Katram divam no skolniecé&m vienaddd grupa katrd no dienam atzimé&, ka
tas atrodas wviend grupa.
int currentScore = 0, bestScore, schoolgirlA, schoolgirlB;
for (int day = 0; day < days; ++day)
for (int group = 0; group < groups; ++group)
for (int girlA = 0; girlA < groupSize; ++girlA)
for (int girlB = girlA + 1; girlB < groupSize; ++girlB)
{

schoolgirlA solution[day * girls + group * groupSize
+ girlA];
schoolgirlB = solution[day * girls + group * groupSize
+ girlB];
if (schoolgirlA > schoolgirlB) swap (schoolgirlA,
schoolgirlB) ;
++pairs[schoolgirlA * girls + schoolgirlB];
}
// Izmantojot informaciju par to, cik reizes tiekas katras divas no
skolniecém, izrékina s&kotnéjo stavokla novértéjumu.
for (int schoolgirlA = 0; schoolgirlA < girls; ++schoolgirld)
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for (int schoolgirlB = schoolgirlA + 1; schoolgirlB < girls;
++schoolgirlB)
{
pairs([schoolgirlA * girls + schoolgirlB] -= frequency;
currentScore += abs(pairs[schoolgirlA * girls + schoolgirlB]);
}

// Katrai grupai katrd no dienadm izrékina $is skolniecu kombinacijas
kdrtas numuru starp visam kombindcijam no girls elementiem pa groupSize
izvélém.

for (int day = 0; day < days; ++day)

for (int group = 0; group < groups; ++group)
{
for (int id = 0; id < groupSize; ++id)
{
temporaryGroup[id] = solution[day * girls + group *
groupSize + 1id];
}
sort (temporaryGroup, temporaryGroup + groupSize);
int num = computelIDFromCombination (temporaryGroup, groupSize,
girls);
// Atzimé&, ka $ada grupa ir sastopama.
++uniqueGroups [num] ;
// Ja ta ir sastopama vairak par vienu reizi, palielina
pozicijas novértéjumu.
if (uniqueGroups[num] > 1)
currentScore += SAME GROUP_ PENALTY;
}

// Statistikas noltkos atceras visu laiku labako novérté&jumu.
bestScore = currentScore;
int candidateScore, swapGirlA, swapGirlB, swapDay, swapScore,
tabuStatus;
// Pirms algoritma izpilde apstadjas ar neveiksmi, izpildas
MAX TTERATIONS (10000) solus.
for (int iterations = 1; iterations < MAX ITERATIONS; ++iterations)
{
// Parbauda, vai nav sasniegts 1idz 3im labdkais rezultats.
bestScore = min(currentScore, bestScore);
// Ja atrasta atbilde - apstajas.
if (currentScore == 0) break;

// Saja solil labaka atrastad pozicija ir (-1) jeb nav atrasta
nekada.
candidateScore = EPS;
// Katram divam skolniecém ar kartas numuriem girlA un girlB -
mégina tas samainit.
for (int girlA = 0; girlA < girls; ++girlh)
for (int girlB = girlA + 1; girlB < girls; ++girlB)
// Katru skolniecCu pari iespé&jams samainit jebkura no
dienam.
for (int day = 0; day < days; ++day)
{
// Ja skolnieces atrodas taja paSa grupa, tad mainit
tds ir bezjédzigi.
if (girlA / groupSize == girlB / groupSize) continue;
schoolgirlA = solution[day * girls + girlA];
schoolgirlB solution[day * girls + girlB];
// Atrod 8o skolnieCu vardus un parbauda, vai tas
paslaik Saja diend drikst mainit.
if (schoolgirlA > schoolgirlB) swap (schoolgirla,

schoolgirlB) ;
tabuStatus = tabu[day * girls * girls + schoolgirlA *
girls + schoolgirlB];
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// Ja nedrikst - talak izpildi neturpina.
if (tabuStatus != 0 && tabuStatus + tabuTenture >
iterations) continue;
// Izsauc funkciju, kas aprékina teko3a novértéjuma
izmainas, ja apmaina $is divas skolnieces.
swapScore = evaluateChange (&solution[day * girls],
pairs, groups, groupSize, girls, girlA, girlB, uniqueGroups,
temporaryGroup) ;
// Ja atrasta pozicija, kas ir labadka par 1lidz 3im 3Saja
soli labdko iespéjamo - saglabd informéciju par jauno poziciju.
if (currentScore + swapScore < candidateScore ||
candidateScore == EPS)
{
candidateScore = currentScore + swapScore;
swapGirlA = girlh;
swapGirlB = girlB;
swapDay = day;
}
}
// Atrod informadciju par $aja soll visperspektivako skolniecu
mainu.
schoolgirlA = solution[swapDay * girls + swapGirlA];
schoolgirlB solution[swapDay * girls + swapGirlB];
if (schoolgirlA > schoolgirlB) swap (schoolgirlA, schoolgirlB);
// Saglaba informaciju, ka tas $aja dienad nedrikstét mainit
turpmakos tabuTenture g&jienos.
tabu[swapDay * girls * girls + schoolgirlA * girls + schoolgirlB] =
iterations;
// Izsauc funkciju, kas samaina 3is skolnices.
swapGirls (&solution[swapDay * girls], pairs, groups, groupSize,
girls, swapGirlA, swapGirlB, uniqueGroups, temporaryGroup) :;
// Atjauno teko$as pozicijas novérté&jumu.
currentScore = candidateScore;

bool res;
if (currentScore != 0)

{

// Risindjums netika atrasts.

res = false;

printf ("Risinajums netika atrasts (bestScore = %d).\n", bestScore);
} else {

res = true;

printf ("Risinajums atrasts.\n");
// Noméram risindajuma atraSanas beigu laiku un paradam starpibu ar
sakuma laiku.
end = clock();
printf ("Pateretais laiks: %.3f\n", ((double) (end - start)) /
CLOCKS_ PER_SEC) ;
// Saglabadjam skolniedu izkartojumu faild cilvéciska formata.
FILE* fout = fopen(filename, "w");
fprintf (fout, "Seed = %d; Groups = %d; GroupSize = %d; Tabu =
%d.\n", seed, groups, groupSize, tabuTenture);
for (int day = 0; day < days; ++day)
{
fprintf (fout, "%d. diena: ", day + 1);
for (int group = 0; group < groups; ++group)
{
fprintf (fout,"{");
for (int id = 0; id < groupSize; ++id)
{
fprintf (fout, "%d", solution[day * girls + group *
groupSize + id] + 1);
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if (id != groupSize - 1) fprintf (fout, " ");
}
fprintf (fout, "}");
}
fprintf (fout, "\n");
if (day == days - 1) fprintf (fout, "\n");
}

if (expandedOutput)
{
// Saglabajam skolniecu izkartojumu faila C++ masiva veida, kas
apraksta So poziciju.
vector<vector<int> > kirkman;
vector<int> singleGroup;
for (int day = 0; day < days; ++day)
{
for (int group = 0; group < groups; ++group)
{
// Katras grupas ietvaros skolnieces sarindojam to
kdrtas numuru pieaugSanas seciba.
sort (solution + day * girls + group * groupSize,
solution + day * girls + group * groupSize + groupSize);
singleGroup.clear();
for (int id = 0; id < groupSize; ++id)
singleGroup.push back(solution[day * girls + group
* groupSize + idl]);
kirkman.push back(singleGroup) ;
}
}

// Katru no skolniecCu grupam arili sakartojam to pieaug$anas
secilba.

sort (kirkman.begin (), kirkman.end()):;

// K& aril saglabajam atrasto poziciju ka skolniedu grupu
kombinaciju numurus.

int combinationID;

fprintf (fout, "%d", days * groups);

kirkmanSufficientCombinations[groupSize - 3] = days * groups;

memset (kirkmanCombinationIsSufficient[groupSize - 3], false,
3003 * sizeof (bool));

int* singleGroupForID = new int[groupSizel;

for (int i = 0; 1 < kirkman.size(); ++1)
{
for (int j = 0; j < kirkman[i].size(); ++3)
singleGroupForID[j] = kirkman[i][3j];
combinationID = computeIDFromCombination (singleGroupForID,
groupSize, 15);
fprintf (fout, " %d", combinationID);
kirkmanCombinationIsSufficient [groupSize -
3] [combinationID] = true;

}
delete[] singleGroupForID;
}
fclose (fout) ;
}
// Atbrivojam izdalito atminu.
delete[] pairs;

delete[] tabu;

delete[] solution;
delete[] temporaryGroup;
delete[] uniqueGroups;

return res;
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3. pielikums. Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma atrisinajums 15

skolniecem, kas pastaigajas grupas pa 3

15 skolnieces 35 dienas péc kartas pastaigajas 5 grupas pa 3 ta, lai katras divas no tam

atrastos kopgja grupa tiesi 5 dazadas dienas. Visu dienu laika nekadas divas grupas nedrikst

bt pilniba vienadas.

© 0O N o O B~ W DN P

e e A i s =
o N o 0o A W N B O

. diena: {13 4 1}{10 7 15}{8 3 5}{6 9 2}{12 14 11}
. diena: {7 5 10}{6 2 3}{14 11 1}{9 13 15}{12 8 4}
. diena: {13 8 101{15 11 1}{2 9 4}{5 3 14}{7 6 12}
. diena: {11 7 2}{4 5 14}{9 10 8}{12 1 3}{13 15 6}
_diena: {1 9 5}{8 13 3}{11 4 23{14 15 6}{7 12 10}
. diena: {11 3 7}{4 14 13}{10 1 6}{2 12 8}{5 15 9}
. diena: {10 12 15}{5 11 3}{14 4 6}{13 7 8}{1 9 2}
. diena: {10 9 14}{12 8 6}{2 4 5}{7 11 1}{13 3 15}
. diena: {1 14 3}{2 13 12}{15 11 5}{9 8 6}{10 4 7}

.diena: {9 15 14}{4 12 5}{1 6 13}{2 11 8}{7 3 10}
.diena: {15 1 6348 7 14}{11 13 5}{9 3 12}{2 10 4}
. diena: {13 8 11}{1 15 2}{7 12 5}{9 4 3}{14 6 10}
_diena: {137 15}{9 3 6}{12 10 1}{4 11 5}{2 14 8}
. diena: {12 6 113{15 10 8}{3 2 4}{5 13 7}{14 9 1}
_diena: {8 5 12}{3 15 11}{6 2 13}{7 9 14}{4 10 1}
.diena: {12 13 14}{8 1 3}{4 15 9}{11 10 5}{7 6 2}
. diena: {8 6 23{4 1 7}{11 14 3}{5 12 13}{10 9 15}
.diena: {7 13 9}{4 8 6}{12 1 5}{10 11 14}{2 3 15}

19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
217.
28.
29.
30.
3L
32.
33.
34.
35.
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diena: {12 4 6}{7 2 1}{9 8 11}{10 13 3}{14 5 15}
diena: {11 8 101{2 13 5}{9 3 1}{6 12 14}{4 7 15}
diena: {14 6 7H{1 2 11}{5 8 10}{9 4 13}{3 15 12}
diena: {3 7 8}{9 5 6}{14 11 2}{15 12 4}{1 13 10}
diena: {7 11 43{10 2 9}{1 12 15}{3 6 13}{14 5 8}
diena: {4 15 3}{12 11 9}{8 14 13}{5 6 7}{2 1 10}
diena: {11 15 123{5 10 63}{8 4 1}{9 14 3}{7 2 13}
diena: {4 6 13}{10 3 11}{12 7 14}{15 8 1}{5 2 9}
diena: {13 14 1}{9 8 7}{15 10 6}{2 5 3}{11 4 12}
diena: {2 7 151{10 4 14}{6 5 3}{1 11 13}{12 8 9}
diena: {1 12 95 7 15}{10 11 6}{8 4 3}{13 2 14}
diena: {13 10 9}{5 1 8}{2 3 12}{15 11 6}{4 7 14}
diena: {11 13 43{14 10 3}{7 9 12}{5 6 1}{2 8 15}
diena: {4 5 93{3 7 1}{10 12 13}{15 14 2}{8 11 6}
diena: {3 4 10}1{11 9 6}{13 5 15}{2 14 12}{7 1 8}
diena: {5 2 101{3 13 12}{6 1 4}{11 7 9H{15 14 8}
diena: {15 8 4}{11 13 9}{1 5 14}{2 10 12}{3 7 6}



4. pielikums. Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma atrisinajums 15

skolniecém, kas pastaigajas grupas pa 4

15 skolnieces 105 dienas péc kartas pastaigajas 3 grupas pa 4 ta, lai katras divas no tam

atrastos kopgeja grupa tiesi 18 dazadas dienas. Visu dienu laika nekadas divas grupas nedrikst

bt pilniba vienadas.

.diena: {4152 5}{1012811}{169 13}
.diena: {915106}{2514 11}{1133 7}
.diena: {6 14 15}{11 137 9}{3 1410 8}
.diena: {11725}{1314910}{861 12}
.diena: {1114 12}{13385}{10 14 15 6}
.diena: {314763}{1113101}{42128}
.diena: {1108 4}{119145}{6 157 13}
.diena: {10 14 34}{8 122 7}{51 11 6}
.diena: {5 1513 2}{11 6 8 3}{9 7 14 4}

. diena: {1147 15}{3 109 6}{13 211 8}
.diena: {216 5}{71098}{1543 12}
.diena: {1224 13}{159 10 13}{118 35}
.diena: {1012 155}{8 7 313}{14 11 9}
.diena: {104 6 15}{513 14 12}{79 38}
.diena: {346 1}{5892}{15117 14}
.diena: {12 14 6 13}{1 84 15}{9 11 10 7}
. diena: {8 132 15}{97 12 14}{3 4 11 6}
.diena: {210 12 6}{11 15 4}{7 13 8 14}
. diena: {154 6 143}{2 19 3}{11 10 8 13}
.diena: {11810 14}{6 129 3}{1 1352}
.diena: {3610 1}{7 114 9}{13285}
.diena: {968 10}{4 314 11}{2 12 155}
.diena: {211 410}{514912}{1 36 13}
.diena: {12153 14}{4 58 13}{1196 7}
.diena: {14 15 10 1}{12 6 2 11}{7 5 8 4}
.diena: {7 13105}{14 1211 6}{3158 1}
.diena: {38159}{72410}{14156}
.diena: {246 10}{751513}{31118}
.diena: {5714 15}{12910 11}{6 84 3}
.diena: {106 1 7}{4 13 2 14}{12 15 11 3}
.diena: {1214 11}{1336 9}{125 10 4}
.diena: {459 3}{7 110 12}{13 1514 2}
.diena: {3111 153957 4}{12 2 14 10}
.diena: {133154}{911012}{2 1176}
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35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45.
46.
47.
48,
49,
50.
51.
52.
53.
54,
55.
56.
57.
58.
50.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
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diena: {4 122 9}{1381 7}{14 10 15 11}
diena: {3213 9}{11157 10}{4 65 8}
diena: {392 7}{45156}{11412 8}
diena: {385 9}{4 14 15 2}{7 106 13}
diena: {7 14 19}{8 10 12 6}{11 4 13 3}
diena: {4 11 15 13}{1 75 12}{8 92 14}
diena: {172 11}{156 912}{13514 3}
diena: {8 13 10 2}{9 12 15 14}{4 311 7}
diena: {174 14}{131595}{832 6}
diena: {118 6 4}{1 12 2 3}{9 15 10 5}
diena: {3149 15}{6 1354}{8 122 10}
diena: {4 1310 1}{2 12 11 9}{8 14 5 6}
diena: {1925}{1243 7}{11 10 15 6}
diena: {15954}{181314}{311127}
diena: {8 56 12}{13 10 1 2}{1539 11}
diena: {138 94}{5151014}{1 326}
diena: {511 6 10}{4 2 8 9}{13 7 15 12}
diena: {326 14}{111515}{1347 9}
diena: {311 13 5}{151 7 2}{12 9 4 10}
diena: {7 1258}{2 1013 3}{6 11 14 1}
diena: {174 6}{14 128 3}{52 10 11}
diena: {15126 5}{83109}{14 114 1}
diena: {57 1 3}{12 8 11 15}{2 6 14 10}
diena: {117 13 15}{2 8 4 1}{5 312 10}
diena: {14 385}{6 11 134}{2 159 7}
diena: {138 11 12}{3 7 151}{259 10}
diena: {6 15 13 12}{5 7 2 3}{11 149 8}
diena: {4 117 14}{6 123 5}{9 158 1}
diena: {2 11 3 14}{98 6 15}{12 54 13}
diena: {4 15 11 5}{12 8 13 2}{7 14 1 10}
diena: {126 75}{94 13 2}{8 10 11 1}
diena: {96 7 12}{2 158 4}{13 11 14 1}
diena: {106 4 13}{122 153}{89 14 5}
diena: {10 139 3}{15 12 14}{7 12 11 4}



69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.

diena: {1 10 15 3}{12 47 2}{6 9 13 14}
diena: {7 32 1}{14 513 4}{12 6 15 11}
diena: {6 52 14}{104 8 3}{12 113 9}
diena: {519 12}{13 4 14 3}{10 2 15 8}
diena: {1216 5}{11 39 2}{14 10 15 13}
diena: {1426 7}{15510 1}{11 124 3}
diena: {2354}{139110}{157 14 6}
diena: {136 24}{101278}{11391}
diena: {104 915}{14 8513}{2 76 3}
diena: {3814 4}{511710}{1269 1}
diena: {12 1113 14}{6 3 75}{489 1}
diena: {12 14 13 4}{9 10 35}{7 151 8}
diena: {11132 6}{51 14 9}{3 1512 8}
diena: {14 310 7}{19 13 11}{12 8 6 15}
diena: {1032 14}{124 11 5}{9 1 8 6}
diena: {6 132 7}{105 11 8}{1 14 3 12}
diena: {1011 12 13}{2 514 1}{157 8 6}
diena: {1054 7}{122914}{8 16 11}
diena: {1593 7}{21512}{8 116 13}

88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.

diena: {1210 2 13}{14 8 11 7}{3 151 5}
diena: {5 8 15 7}{9 6 2 4}{14 12 1 10}
diena: {13 5 14 7}{9 15 12 11}{1 3 4 10}
diena: {131 15 4}{9 2 6 7}{35 12 11}
diena: {9 7 11 5}{2 6 15 10}{8 4 14 1}
diena: {2 8 7 15}{5 13 10 3}{14 4 6 9}
diena: {10 2 11 3}{9 8 15 13}{6 4 14 7}
diena: {14 8 7 2}{11 9 6 13}{1 12 4 10}
diena: {9 2 11 14}{1 7 8 10}{12 15 13 3}
diena: {3 10 7 5}{2 1 12 13}{8 11 15 14}
diena: {7 12 15 4}{13 1 9 5}{6 3 14 10}
diena: {12 8 14 9}{3 6 13 15}{7 10 11 2}

100. diena: {2 11 9 15}{12 17 13}{8 10 5 4}
101. diena: {34 2 15}{13 107 12}{5 1 6 9}
102. diena: {6 8 5 11}{7 13 12 3}{4 10 15 14}
103. diena: {13 111 15}{7 4 8 12}{14 10 6 5}
104. diena: {2 8 1 15}{14 313 12}{109 4 7}
105. diena: {2 155 11}{12 14 9 4}{13 7 6 8}
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5. pielikums. Kirkmana skolnie¢u modificéta uzdevuma atrisinajums 15

skolniecém, kas pastaigajas grupas pa 5

15 skolnieces 63 dienas pé&c kartas pastaigajas 2 grupas pa 5 ta, lai katras divas no tam

atrastos kopgja grupa tiesi 12 dazadas dienas. Visu dienu laika nekadas divas grupas nedrikst

bt pilniba vienadas.

.diena: {4 15131 10}{1289 14 6}
.diena: {1131062}{91451 13}
.diena: {6 9478}{135103 14}
.diena: {12 1536 13}{147 11 8 4}
.diena: {13712154}{3852 14}
.diena: {3147 1311}{6 101 12 2}
.diena: {13184 3}{21457 15}
.diena: {239158}{1112451}
.diena: {2110119}{68312 7}
.diena: {314 12105}{1196 13 2}
.diena: {5116127}{10981 4}
.diena: {8 71116}{121494 2}
.diena: {8 15513 1}{731024}
.diena: {10811 155}{1314 127 9}
.diena: {716125}{8921511}
.diena: {7 1443 1}{8 51512 11}
.diena: {91158 3}{6 7 14 11 5}
.diena: {5111594}{1426 7 13}
.diena: {1286 52}{19 31110}
.diena: {241014 6}{11 123113}
.diena: {15143 17}{6 49132}
.diena: {715915}{3611212}
.diena: {4118513}{211293}
.diena: {4 15314 6}{12 7 13 10 9}
.diena: {81512 2 10}{6 9 14 3 5}
.diena: {24105 14}{12 11 13 3 15}
.diena; {3131597}{1141014 1}
.diena: {94 1112 3}{81013 2 15}
.diena; {1142153}{110512 8}
.diena: {6 11 154}{132 14 3 15}
.diena: {217813}{369125}
.diena: {41129 7}{6 10513 15}
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33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45,
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
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diena: {14111159}{5847 2}
diena: {6 915810}{15122 7}
diena: {12511 2 13}{91 156 10}
diena: {14513112}{157 104 6}
diena: {8 3127 4}{101513 1 14}
diena: {1291334}{51527 11}
diena: {7 3195}{1012 14 11 15}
diena: {14 6 8 13 3}{7 1210 4 15}
diena: {17214 15}{6 10 4 13 5}
diena: {8 1372 11}{3114 106}
diena: {6 1114 13}{7 9148 3}
diena: {13102 7 1}{56 49 15}
diena: {7 119106}{1314481}
diena: {6 4312}{1112 10 8 14}
diena: {1514 6 8 12}{133 2 11 10}
diena: {2912 10 1}{8 1314 4 11}
diena: {5869 13}{11112 153}
diena: {14912 4 8}{15106 7 3}
diena: {7 156 4 12}{11 89 14 2}
diena: {826 14 1}{7 510 13 4}
diena: {121110414}{17259}
diena: {1514 512 2}{101386 9}
diena: {1761114}{38105 2}
diena: {15121 4 8}{5109 14 11}
diena: {8 71053}{4 14152 6}
diena: {11913157}{84153}
diena: {11816 15}{12134 29}
diena: {7 81110 3}{9 1513 5 14}
diena: {311 13 6 5}{9 1012 7 14}
diena: {137 128 10}{2 354 15}
diena: {4 10359}{136122 1}



6. pielikums. Piektas pakapes patvaliga mainigo skaita polinoma
mekleSanas rijiga algoritma galvenas funkcijas pirmkods

/*
5. pakapes "variables" mainigo polinoma mekléSana ar rijigo algoritmu.
reactive nozimé, ka viena gajiena ietvaros netiek apskatiti visi iespé&jamie
soli, bet gan panemts pirmais sastaptais, kas uzlabo novérté&jumu.
evaluationBoundary un partialEvaluation noradda uz funkcijas dalé&ju
novértésanu laika resursu tauplbas dél, tie sikak ir aprakstiti
evaluateCoefficients komentaros.
fromLength nosaka, kuras pakapes monomus méginat nomainit uz citiem pirmam
kdrtam, k& ari inclLength nosaka, kuras pakapes monomus parbaudit pé&c tam.
saveInFile norada, ka katrad soll atrastéds pozicijas jasaglaba faila ar
nosaukumu storeFileName.
Masivs functionStatistics satur viena mainiga polinomu viena mainigéa
polinoma veida.
Mainigais allowedAmountOfFailures nosaka to, péc cik neveiksmigiem soliem,
kad neizdevads uzlabot pozicijas novértéjumu, parlases procedira ir
jaapstadina. (-1 prieks bezgalibas)
Mainigais polynomNumber satur td viena mainiga polinoma kartas numuru, kas
paslaik kalpo par pamatu sédkotnéjad polinoma meklé&sSanai.
*/
void solutionSearch (bool reactive, int evaluationBoundary, bool
partialEvaluation,

int fromLength, int incLength, bool savelnFile,

int* functionStatistics, int variables, string
storeFileName,

string resultFileName, int allowedAmountOfFailures, int
polynomNumber)
{

// Ja incLength ir 0, tad katru reizi parbaudisim visus *patvaligas (3,

4 vai 5) pakapes* monomus, kurus mégindsim aizvietot ar citu monomu
novértéjuma uzlabo3anai.

bool randomLength = (incLength == 0);

// Mainigie, kuri ir nepiecie$Sami varbuUtisku izvélu izdariSanai.
int currentCombinationID[3] = {0, 0, 0};

int combinationIDInc([3] = {1, 1, 1};

int queuedCombinations([3];

// Mainigie priek$ novértéjumu glabaSanas.
pair<int, int> score, possibleScore, bestScore;

int victimID, predatorID, replaceCombinationLength;
bool needReaction;

int evenScores;

// Patéréta laika mériSana

clock t start, end;

// Atrod sadkuma pozicijas novérté&jumu..

score = evaluateCoefficients (make pair (EPS, EPS), evaluationBoundary,
partialEvaluation, functionStatistics, variables);

// Saglaba neapskatito monomu skaitu, kurus iespé&jams vérts nomainit uz
citiem monomiem.

for (int i = 0; i < 3; ++1i) queuedCombinations[i] =
cnk[variables] [i+3];

// Bezgaligi ilgi izpildam kartéjo soli, méginot uzlabot pasSreizéjas
pozicijas novérté&jumu.

for (int iterations = 1; score.first != 0 || score.second != 0;
++iterations)
{
start = clock();
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// Parbaudam, ka tekd$a polinoma reprezentacija tieSam satur
nepieciesamo monomu skaitu.

for (int combinationLength
++combinationLength)

{

0; combinationLength < 3;

int counter = 0;
for (int combinationID = 0; combinationID <
cnk[variables] [combinationLength + 3]; ++combinationID)
if
(combinationIsSufficient[combinationLength] [combinationID])
++counter;
if (counter != sufficientCombinations[combinationLength])
system ("pause") ;
}
// Paslaik nav atrasta nekada potenciala jauna pozicija
bestScore = make pair (EPS, EPS);
needReaction = false;
// Ja jaizvélas patvaligas pakapes monomu apstradi, daram to
varbttiski.
if (randomLength)
{

int alwaysSomeChance = rand() % 50;

if (alwaysSomeChance == 0) fromLength = 3; else
if (alwaysSomeChance == 1) fromLength = 4; else
if (alwaysSomeChance == 2) fromLength = 5; else

{
// Katras pakéapes 1lidz $im necaurskatito monomu skaits
ietekmé Sis paképes izvéli.
int dice = rand() % (3 + queuedCombinations[0] +
queuedCombinations[1l] + queuedCombinations([2]);
if (dice < 1 + gqueuedCombinations[0]) fromLength = 3; else
if (dice < 2 + gqueuedCombinations[0] +
queuedCombinations[1]) fromLength = 4;
else fromLength = 5;
}
// Izvéloties pirmo apstrades pakapi, turpmak secigi
izvélésimies blakus pakapi.
if (fromLength == 3) incLength = 1; else
if (fromLength == 5) incLength = -1; else
if (queuedCombinations[0] < queuedCombinations([2]) incLength =

else inclLength = -1;
}
// Iesadakam ar pakdpes fromLength monomu apskati, tad secigi
palielinam/samazinam So pakapi.
for (int combinationLength = fromLength - 3; !needReaction;
combinationLength += inclLength)

{

evenScores = 0;

// Secigi skatamies visus konkrétas pakapes monomus.

// Ja pakape jau ir par mazu vail par lielu - apstajamies un
pielietojam uz S$o bridi labako poziciju.

if (combinationLength < 0 || combinationLength > 2) break;

// Ja visi Sis pakapes monomi Jjau ir izskatiti.

if (queuedCombinations|[combinationLength] == 0)

{

// Sakam tos izskatit pilnigi no jauna.

queuedCombinations[combinationLength] =
cnk[variables] [combinationLength + 3];

if (randomLength)

{

// Varbutiski izvélamies kartibu, kura apskatit visus

dotas pakapes monomus.

72



if (rand() % 2 == 0)
{

Il
o
~

currentCombinationID[combinationLength]
compbinationIDInc[combinationLength] = 1;
}
else

{

currentCombinationID[combinationLength]
cnk[variables] [combinationLength + 3] - 1;
combinationIDInc[combinationLength] = - 1;
}
}
else
{
currentCombinationID[combinationLength]
combinationIDInc[combinationLength] = 1;

Il
o
~

}
}
// Kamer nav nepiecieSams apstaties un pielietot atrasto
izdevigo poziciju:
while (!needReaction)
{
// Ja visi monomi jau izskatiti - izejam no cikla.
if (currentCombinationID[combinationLength] == -1 ||
currentCombinationID[combinationLength] == cnk[variables] [combinationLength
+ 3]) break;
// Atziméjam, ka t@lit izskatisim vél vienu monomu.
-—-queuedCombinations[combinationLength];
printf ("combinationLength = %d, combinationID = %d. \r",
combinationLength + 3, currentCombinationID[combinationLengthl]) ;
// Ja Sis monoms vél nav panemts teko$aja polinoma
kombinatoriskaja reprezentacija:
if
('combinationIsSufficient[combinationLength] [currentCombinationID[combinati
onLength]])
// Skrienam pari visiem izvélétiem $1is pakape monomiem.
for (int victimCombinationID = 0; !needReaction &&
victimCombinationID < cnk[variables] [combinationLength + 3];
++victimCombinationID)
if
(combinationIsSufficient[combinationLength] [victimCombinationID])
{
// Méginam kadu no reprezentacijas monomiem
nomainit ar tekosSo monomu-kandidatu.

combinationIsSufficient[combinationLength] [victimCombinationID] = false;

combinationIsSufficient[combinationLength] [currentCombinationID[combination
Length]] = true;

// Novértéjam 81s reprezentacijas novérté&jumu.

possibleScore = evaluateCoefficients (bestScore,
evaluationBoundary, partialEvaluation, functionStatistics, variables);

// Ja novértéjums ir labaks par iepriek3é&jo -
saglabajam to ka labako iespé&jamo.

if (bestScore.first == EPS && bestScore.second
== EPS || possibleScore < bestScore)
{
if (possibleScore == score) ++evenScores;

// Ja labaka atrasta pozicija ir at tadu
padu novertéjumu ka paSreizéjas pozlcijas novértéjums, tad 30 poziciju
saglabajam ar varbuatibu 1/ (8aja soll atrasto poziciju skaits ar §adu pasSu
noveértéjumu) .
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if (possibleScore != score || rand() %
evenScores == 0)

bestScore = possibleScore;
replaceCombinationLength =

combinationLength;
victimID = victimCombinationID;
predatorID =

currentCombinationID[combinationLength];

// Ja ir atziméts, ka algoritms ir
reaktivs, atrodot labdku poziciju par teko$o, uzreiz izejam no cikla un
parejam uz 30 pozliciju.

if (reactive && bestScore < score)
needReaction = true;

}
}

// AtgrieZamies pie reprezentacijas monomu
sakuma pozicijas.

combinationIsSufficient[combinationLength] [victimCombinationID] = true;

combinationIsSufficient[combinationLength] [currentCombinationID[combination
Length]] = false;
}

// Pamainam teko$as monoma Jjeb combinationLength vieninieku
kombindcijas no variables izvélém kartas numuru
currentCombinationID[combinationLength] +=
combinationIDInc[combinationLength];
}
}

// Mainam teko$o poziciju uz tikko atrasto labako iespé&jamo
poziciju.

if (score == bestScore)
{
if (allowedAmountOfFailures > 0) --allowedAmountOfFailures;
// Ja sasniegts neveiksmigo solu limits, tad procediras izpilde
beidzas.
if (allowedAmountOfFailures == 0) break;
}
if (bestScore.first == EPS || bestScore.second == EPS) break;
score = bestScore;
combinationIsSufficient[replaceCombinationLength] [victimID] =
false;
combinationIsSufficient[replaceCombinationLength] [predatorID] =
true;

printf ("Score: {%d;%d}. Position numbers (%d): %d -> %d.
\n", score.first, score.second, replaceCombinationLength + 3, victimID,
predatorID);
if (savelnFile)
{
// Saglabadjam tikko iegito poziciju faila.
FILE* fin = fopen (storeFileName.c_str(), "a");
printPosition (fin, variables);
fclose (fin) ;
}
end = clock();
printf ("Pateretais laiks vienam solim: %.3f\n", ((double) (end -
start)) / CLOCKS PER SEC);
}
if (savelnFile)
{
// Polinoms ir atrasts, saglabajam to atbildes faila.
FILE* fin = fopen (resultFileName.c str(), "a");
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fprintf (fin, "Polynom number = %d,

Score = {%d,%d}.\n",
polynomNumber, score.first, score.second);

printf ("Variables = %d, done with score {%d, %d}.
\n", variables, score.first, score.second);

if (score.first == 0 && score.second == 0) printPosition(fin,
variables) ;

fclose (fin) ;
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7. pielikums. Piektas pakapes patvaliga mainigo skaita polinoma pozicijas
noveértéjuma funkcijas pirmkods

/*
Polinoma kombinatoras reprezentacijas novértéjuma noteiksana.
maxProfitableScore norada, ka, ja novértéjums paliek lieldaks par So
vértibu, tad var vairs neturpinat - 31 pozlicija mis neinteresés.
evaluationBoundary norada, ka ir véléSanas parbaudit tikai visus funkcijas
ievaddatus ar 0 vieninieku skaitu 1idz evaluationBoundary vieninieku
skaitam, bet taldk vairs netuprinat.
partialEvaluation norada, ka ir vélésSanas parbaudir tikai visus funkcijas
ievaddatus ar 0 vieninieku skaitu 1lidz 5 vieninieku skaitam un tad
atseviski aril evaluationBoundary vieninieku skaitu.
Masivs functionStatistics satur viena mainigad polinomu.
Tiek vértéts "variables" mainigo 5. pakapes polinoms.
*/
pair<int, int> evaluateCoefficients(pair<int, int> maxProfitableScore, int
evaluationBoundary, bool partialEvaluation, int* functionStatistics, int
variables)
{

// Mainigo inicializaciija.

int functionResults[2], combination([15], subCombination([5],
tmpCombination[5];

pair<int, int> score = make pair (0, 0);

int functionResult, indexIndent, subCombinationID,
subCombinationNumber;

// Ja nav ierobeZojumu uz novérté&jumu, kad jdapstajas - uzliekam to
nesasniedzami lielu.
if (maxProfitableScore.first == EPS && maxProfitableScore.second ==

EPS) maxProfitableScore = make pair (INF, INF);
// Katram no vieninieku skaitam ievaddatu virkné.
for (int combinationLength = 3; score < maxProfitableScore &&
combinationLength <= evaluationBoundary; ++combinationLength)
{
// Ja funkcijas parametri uz to nordda, tad parlecam uz
evaluationBoundary vieninieka skaita novértéjuma izveidi.
if (combinationLength == 6 && partialEvaluation) combinationLength
= evaluationBoundary;
// Uz So bridi atrastas 0 ievaddatu virknes ar funkcijas vértibu 0
vai 1.
functionResults[0] = functionResults[l] = 0;
// Sakuma ievaddatu virkne secigi saturés combinationLength péc
kartas vieniniekus.
for (int i = 0; i < combinationLength; ++i) combination[i] = i;
// Katrai no ievaddatu virkném pie dota vieninieku skaita -
atradisim funkcijas rezultdtu un atjaunosim statistiku.
for (int combinationID = 0; combinationID <
cnk[variables] [combinationLength]; ++combinationID)
{

// Pie jebkuras ievaddatu virknes, iepriek$ zinam 1. un 2.
pakdpes aktivo monomu koeficientu summu.

functionResult = cnk[combinationLength] [1] -
cnk[combinationLength] [2];

// Lai uzzinadtu teko$as ievaddatu virknes rezultatu, Jjasaskaita
visu tadu monomu koeficienti, kurus ietver $1 ievaddatu kombinadcija.. mis
interesé monomi ar pakdpém 3, 4 un 5

for (int subCombinationLength = 3; subCombinationLength <
min (combinationLength, 6); ++subCombinationLength)
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memcpy (subCombination, zeroCombination, 5*sizeof (int));

indexIndent = cnkSum[subCombinationLength];

// Parlasam teko8ds ievaddatu virknes visas iesp&jamas
subCombinationLength garas kombindcijas no vieninieka bitu apakSkopam

for (int subCombinationNumber = 0; subCombinationNumber <
cnk[combinationLength] [subCombinationLength]; ++subCombinationNumber)

{

// Masiva apskatamies numuru tekosai kombindcijai no
vieninieka bitu apakSkopas.

// Glabajam to masiva, Jjo $is ir programmas kritiskais
bridis, kura nepiecieSams péc iespéjas labak optimizét patéréjamos
skaitloSanas resursus.

if (subCombinationLength == 3)

subCombinationID =
combinationID3[combination[subCombination[0]]] [combination[subCombination][1l
1]] [combination[subCombination[2]]];
else if (subCombinationLength == 4)
subCombinationID =
combinationID4 [combination[subCombination[0]]] [combination[subCombination]1l
1]1] [combination[subCombination[2]]] [combination[subCombination([3]]];
else
subCombinationID =
combinationID5[combination[subCombination[0]]] [combination[subCombination[1l
1]1] [combination[subCombination[2]]] [combination[subCombination([3]]] [combina
tion[subCombination([4]]1];

// PaSreizéjiem ievaddatiem pieskaitam atrastda monoma
koeficientu.

functionResult += polynomCoefficient[indexIndent +
subCombinationID];

// Ar iepriek$ aprékinatu masivu palidzibu atrodam
nakamo veidu, ka panemt kombinaciju no ievaddatu vieninieku vitu
apaksSkopam.

memcpy (tmpCombination, subCombination, 5*sizeof (int));

if (subCombinationLength == 3)

{

subCombination[0] =
nextCombination3[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]][0];
subCombination[l] =
nextCombination3 [combinationLength -

3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]][1];
subCombination[2] =

nextCombination3[combinationLength -

3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]][2];

}
else if (subCombinationLength == 4)
{
subCombination[0] =
nextCombination4 [combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
3111001
subCombination[1l] =
nextCombination4 [combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
31110115
subCombination[2] =
nextCombination4 [combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination|
3111021
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subCombination[3] =
nextCombination4 [combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination]|
3111031
}
else
{
subCombination[0] =
nextCombination5[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
3]] [tmpCombination[4]][0];
subCombination[l] =
nextCombination5[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination]|
3]] [tmpCombination[4]1][1];
subCombination[2] =
nextCombination5[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
3]] [tmpCombination[4]][2];
subCombination[3] =
nextCombination5[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
3]] [tmpCombination[4]][3];
subCombination[4] =
nextCombination5[combinationLength -
3] [tmpCombination[0]] [tmpCombination[1l]] [tmpCombination[2]] [tmpCombination [
3]] [tmpCombination[4]][4];
}
}
}

// Ja paSlaik apskatam ievaddatus ar mazak ka 6 vieninieka
bitiem, tad polinoma kombinatorizkas reprezentdcijas masiva jaatrod, vai
Sai ievaddatu virknei ir jdatbilst funkcijas nulles vai vieninieka
vértibai.

if (combinationLength < 6)

{

// Vai 81 virkne ir pieminéta reprezentacijas masiva.

bool isSufficient =
combinationIsSufficient[combinationLength - 3] [combinationID];

// Vai nu S$im bitu skaitam reprezentacijas masivs apraksta
vieninieka funkcijas rezultatus un S$1 virkne ir pieminéta, vai aril
reprezentacijas masivs apraksta nullu funkcijas rezultatus un Si1 virkne nav
pieminéta -- tad 31 ievaddatu virkne atbilst vieninieka funkcijas
rezultatam.

if (isSufficient && functionStatistics[combinationLength]
== sufficientCombinations[combinationLength - 3]

|| 'isSufficient && functionStatistics[variables -
combinationLength] == sufficientCombinations[combinationLength - 37)

{

polynomCoefficient[cnkSum[combinationLength] +
combinationID] = 1 - functionResult;
++functionResults([1];

}

// citadak - né:

else

{

polynomCoefficient [cnkSum[combinationLength] +
combinationID] = 0 - functionResult;
++functionResults[0];

else
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// Jau zinam, kada ir funkcijas vértiba Sai ievaddatu
virknei, un atjaunojam glabato statistiku par Sim vértibam.

// Iespé&jams, palielinam novérté&jumu - Jja funkcijas vértiba
nav 0 vai 1.

if (functionResult == 0) ++functionResults[0];

else 1f (functionResult == 1) ++functionResults[1l];

else score.first += 1;
}
// Generé&jam nakamo ievaddatu virkni ar tadu padu vieninieku
skaitu.
nextCombination (combination, combinationLength, variables);
}
// Pieskaitdam novérté&jumam tik punktu, cik stipri iegtta funkcijas
vértibu statistika atskiras no vélamas.
score.second += abs (functionResults[0] -
functionStatistics[variables - combinationLengthl]) ;
score.second += abs (functionResults[1l] -
functionStatistics[combinationLength]) ;
}
// Atgriezam pozicijas novérté&jumu.
return score;
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